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Жураев Шухрат Исмоилович (преподаватель кафедры математического анализа  
Бухарского государственного университета) 

КОЛЕБАНИЯ ВЯЗКОУПРУГИХ ПЛАСТИН, ИМЕЮЩИХ СОСРЕДОТОЧЕННЫЕ 
МАССЫ 

 

Annotatsiya. Biz nuqta yo‘nalishi bo‘yicha biriktirilgan massalar mavjud bo‘lgan va ichki nuqta-

larda elastik yoki qattiq qo‘llab-quvvatlanadigan plastinkaning tabiiy tebranishlarini ko‘rib chiqamiz. 

Plastinka garmonik tebranishlarni amalga oshiradi, deb faraz qilsak, Kirchhoff-Love gipotezalari doira-

sida Lagranj ko‘paytmalari bilan harakat tenglamalari olinadi. Harakat tenglamasining yechimi ortogo-

nal bazis funksiyalar sinfida izlanadi. Masala bir jinsli algebraik tenglamalar tizimini yechishgacha kel-

tiriladi. Ta’riflangan usul bilan hisoblangan pasaytirilgan chastotani asimptotik chastota bilan solish-

tirish natijalari keltirilgan. Nuqtali ulanishlar va konsentrlangan massalar bilan to‘rtburchaklar plitalar-

ning tabiiy chastotalari va shakllarini hisoblash uchun taklif qilingan algoritm yaxshi yaqinlashuvga ega 

degan xulosaga keldi; konvergentsiya tezligi ichki tayanchlar va biriktirilgan massalar soniga, shuning-

dek, konturdagi chegara shartlarining turiga bog‘liq. 

Аннотация. Рассматриваются собственные колебания пластины,  на которой  находятся  
точечно присоединенные массы, и она упруго или жестко оперта во внутренних точках. Предпо-

лагая, что пластина совершает гармонические колебания, в рамках гипотез Кирхгофа – Лява, 
получены уравнения движения с множителями Лагранжа. Решение уравнения движения  ищется 
в классе ортогональных базисных функций. Задача сводится к решению однородной системы ал-

гебраических уравнений. Приведены результаты сравнения приведенной частоты, вычисленной по 
описанной методике, с асимптотической. Сделан вывод, что предлагаемый алгоритм расчета 
собственных частот и форм прямоугольных пластин с точечными связями и сосредоточенными 
массами обладает хорошей сходимостью; скорость сходимости зависит от числа внутренних 
опор и присоединенных масс, а также от вида граничных условий на контуре. 

Annotation. We consider natural vibrations of a plate on which there are pointwise attached mas-

ses and which is elastically or rigidly supported at internal points. Assuming that the plate performs har-

monic oscillations, within the framework of the Kirchhoff-Love hypotheses, the equations of motion with 

Lagrange multipliers are obtained. The solution of the equation of motion is sought in the class of or-

thogonal basis functions. The problem is reduced to solving a homogeneous system of algebraic equa-

tions. The results of comparing the reduced frequency calculated by the described method with the asy-

mptotic frequency are presented. It is concluded that the proposed algorithm for calculating natural fre-

quencies and shapes of rectangular plates with point connections and concentrated masses has good 

convergence; the rate of convergence depends on the number of internal supports and attached masses, 

as well as on the type of boundary conditions on the contour. 

Kalit so‘zlar: tebranishlar, qo‘shilgan massalar, variatsion tenglama, ortogonal bazis funksiyalari, 

chegara shartlari. 

Ключевые слова: колебания, присоединенные массы, вариационное уравнение, ортогональ-

ные базисные функции, граничные условия. 
Key words: vibrations, added masses, variation equation, orthogonal basis functions, boundary 

conditions. 

 

Рассмотрим однородную упругую изотропную пластину постоянной толщины h, ограничен-
ную прямоугольным контуром с размерами a, b. Пусть на пластине находится Q точечно при-

соединенных масс 𝑀𝑞  (𝑞 = 1, … , 𝑄) и она упруго и, соответственно, жестко оперта в L/
 и, со-

ответственно, S внутренних точках. Шарнирное опирание в точке может сочетаться с защемле-
нием, по любому направлению. Расположение опор и точечных масс в плоскости пластины произ-
вольное. Граничные условия на каждой стороне пластины могут быть одними из следующих: шар-
нирное опирание, защемление или свободный край. В дальнейшем изложении эти обозначения бу-
дут сохранены. Требуется определить собственные частоты и формы поперечных колебаний плас-
тины.  

При определении частот колебаний будем считать пластину тонкой (толщина мала по срав-
нению с остальными размерами). Пусть пластина совершает  колебания по гармоническому зако-

ну, т.е. 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑊0(𝑥, 𝑦)𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡, где  𝜔- собственная частота, а 𝑊0(𝑥, 𝑦) ‒ собственная 
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форма колебаний. Предполагаем справедливость гипотез Кирхгофа – Лява. Учитывая 
потенциальную энергию, накапливаемую пластиной при упругой деформации и учитывая 
потенциальную энергию упругих опор, получим 𝐺∗ = 𝐷2 ∫ ∫ [(𝜕2𝑊𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑊𝜕𝑦2 )2 − 𝑏

0
𝑎

0  

− 2(1 − 𝑣) (𝜕2𝑊𝜕𝑥2 𝜕2𝑊𝜕𝑦2 − ( 𝜕2𝑊𝜕𝑥𝜕𝑦))2] 𝑑𝑥𝑑𝑦 + 12 ∑ 𝑐1/𝐿/𝑙/=1 𝑊2(𝑥𝑙/ , 𝑦𝑙/);         (1) 

здесь 𝐷 = 𝐸ℎ3[12(1 − 𝑣2)]−1 ‒ цилиндрическая жесткость пластины, а 𝐶𝑙/𝑥𝑙/ , 𝑦𝑙/
– 

жесткость и координаты упругой опоры. Двойные интегралы в (1) берутся по поверхности ней-
трального слоя, v ‒ коэффициент Пуассона. Нормальная компонента Gz при поперечном изгибе 
мала по сравнению с Gх и Gу, поэтому полагаем 𝐺𝑧 = 0.Кинетическая энергия всей платины, с 
учетом присоединенных масс, задается равенством 𝑇 = 𝜌ℎ2 ∫ ∫ (𝜕𝑊𝜕𝑡 )2 𝑑𝑥𝑑𝑦 +𝑏0 12 ∑ 𝑀𝑞𝑄𝑞=1 (𝜕𝑊(𝑥𝑞,𝑦𝑞,𝑡)𝜕𝑡 )2𝑎0 ,    

где ρ – плотность материала пластины, xq, yq – координаты  q-й присоединенной массы. 
Рассмотрим функционал Остроградского-Гамильтона 𝐿 = ∫ (𝑇 − 𝐺∗)𝑡𝑏𝑡𝐻 𝑑𝑡              

на совокупности главных колебаний одного и того же периода 
2𝜋𝜔 . Проинтегрировав послед-

нее соотношение, получим вариационное уравнение 𝛿(𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝐺𝑚𝑎𝑥∗ ) = 0, 
которому должны удовлетворять собственные формы 𝑊0(𝑥, 𝑦) главных колебаний плас-

тины. Они также должны удовлетворять условию шарнирного закрепления жестких опор пласти-
ны в S  точках:  𝑊0(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) = 0   (𝑠 = 1, … , 𝑆) ,                                      (2) 

где xs, ys – координаты  S-й внутренней опоры.  
Если, кроме того, некоторые жесткие опоры защемлены в направлениях 𝛼𝑠 относительно 

оси 0Х, то к (2) добавятся условия 𝜕𝑊0(𝑥𝑠,𝑦𝑠)𝜕𝛼𝑠 = 0     (𝑠 = 1,2, … , 𝑠𝛼;   0 ≤ 𝛼𝑠 ≤ 𝜋2),                           (3) 

причем число защемлений Sα не обязательно равно числу опор S. Таким образом, данная мо-
дель включает различные сочетания опор и защемлений. 

Соотношения (2)-(3) представляют собой задачу на условный экстремум. Учитывая связи (2) 
и (3), с помощью множителей Лагранжа получим окончательное вариационное уравнение 𝛿 [∑ 𝜆𝑠𝑆𝑠=1 𝑊0(𝑥𝑠, 𝑦𝑠) + ∑ 𝜆𝑠𝛼𝑆𝛼𝑠=1 𝜕𝑊0(𝑥𝑠,𝑦𝑠)𝜕𝛼𝑠 + 𝐺𝑚𝑎𝑥∗ − 𝑇𝑚𝑎𝑥] = 0, (4) 

в котором 𝜆𝑠, 𝜆𝑠𝛼– множители Лагранжа, 𝛿 ‒ вариация по перемещениям. Соотношение (4) 
представляет собой в некотором смысле аналог уравнения Рауса. Требуется найти спектр собс-

твенных частот 𝜔1, 𝜔2 и форм 𝑊01, 𝑊02, которые нетривиальным образом удовлетворяли бы 
уравнению (4) и краевым условиям на контуре пластины. 

Методы решения. Решение уравнения (4) ищется в классе ортогональных базисных функ-
ций. При выборе базисных функций можно ограничиться выполнением лишь геометрических гра-
ничных условий. Выполнение условий защемления или опирания во внутренних точках для каж-
дой из базисных функций не требуется [2]. Минимизирующую форму,  удовлетворяющую вариа-
ционному уравнению (11) и заданным краевым условиям, будем искать в виде конечной суммы по 
известным базисным формам 𝐴𝑘(𝑥, 𝑦): 𝑊0(𝑥, 𝑦) = ∑ 𝛾𝑘𝐴𝑘(𝑥, 𝑦)𝐾𝑘=1   ,                                                    (5) 
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где –   искомые коэффициенты. Будем считать, что формы Ak ортонормированны, т.е.     ∫ ∫ 𝐴𝑘2(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1𝑏0 .𝑎0  

Подставляя (5) в (4), получим систему уравнений, представляющую собой обобщенную 
задачу на отыскание собственных значений 𝜔2 и собственных векторов 𝜉̅. Для того, чтобы эта 
система имела нетривиальное решение, необходимо, чтобы ее определитель равнялся нулю:  |𝐴 − 𝜔2𝐵| = 0. 

Результаты сравнения приведенной частоты 𝜛, вычисленной по описанной методике, с 
асимптотической (𝜛𝑎 = 5.33) приведены в табл.1 (через К обозначено число удерживаемых 
членов ряда (5), а через 𝛿– относительная погрешность в процентах). Фактически приближения 𝜛𝑎  можно было получить при меньших значениях К путем исключения из ряда (5) тех форм, уз-
ловые линии которых проходят через координаты внутренней опоры. Предлагаемым же методом 
спектр частот определяется полностью. Если взять «укороченный» ряд (5), то результаты срав-
нения с частотами из [2] идентичны до четвертого знака. 

Табл. 1 

К 4 9 16 25 𝜛𝑎  5,33 𝜛𝐾  6,05 5,82 5,65 5,5 𝛿1% 13,5 9,2 6,1 3,2 

 
Выводы: 
‒ предлагаемый алгоритм расчета собственных частот и форм прямоугольных пластин с то-

чечными связями и сосредоточенными массами обладает хорошей сходимостью; 
‒ скорость сходимости зависит от числа внутренних опор и присоединенных масс, а также 

от вида граничных условий на контуре; последняя зависимость более существенна в случае нали-
чия связей.  

Использованная литература: 
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ПОВЫШЕНИЕ ТЕРМОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СВОЙСТВ ГЕРМАНО-СИЛИЦИДОВ 
НИКЕЛЯ, ПОЛУЧЕННЫХ НА ОСНОВЕ ОБЪЁМНЫХ ТВЕРДЫХ РАСТВОРОВ  

КРЕМНИЙ-ГЕРМАНИЯ 

 
Аннотация. Ушбу мақолада 36-107

0С ҳарорат диапазонида кремний-германий ҳажмий мо-

нокристалли асосида олинган никель-германо-силицидининг термоэлектрик хусусиятларини ўрга-

ниш натижалари келтирилган. Ni-Si1-x-Gex нано ўлчамли плёнка ва субстратнинг термоэлектрик 
эффект ҳосил бўлишидаги роли муҳокама қилинади. Никель туфайли сирт қаршилигининг паса-

йиши ва фононларнинг никель германосилициди, супер панжара ва қатлам/субстрат тизими каби 
гетероструктураларга тарқалиши туфайли термоэлектрик кўрсаткичнинг қийматини ошириш. 
Энг яхши термосифат омили ZТ=1,98±0,05 Ni-(Si0,95Ge0,05) учун Т=300К да олинган. Ҳарорат учун 
maksimal differensial қиймати  ΔTmax=326.84K га тенг. 

Аннотация. В данной работе представлены результаты исследования термоэлектричес-

ких свойств германо-силицидов никеля, полученных на основе объёмных твердых растворов крем-

ний-германия в диапазоне температур 36‒107С. Обсуждается Ni-Si1-x-Gex роль наноразмерной 

k
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