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Rasulov To‘lgin Husenovich
Matematik analiz kafedrasi professori, Buxoro davlat universiteti
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ISHORASI ANIQLANMAGAN ICHKI KO‘PAYTMALAR HAQIDA
AYRIM MULOHAZALAR

Annotatsiya. Ushbu magolada ishorasi aniglangan va aniglanmagan ichki ko ‘paytmalar
giyosiy tahlil qilinib, turli fazolarda misollar keltiriladi hamda ular orasida bog lanish
o ‘rganiladi. Musbat, neytral va manfiy fazo kabi tushunchalar keltiriladi. Ichki ko ‘paytmali
fazolar va unda aniglangan chizigli operatorlarning o ‘rganilish tarixi bayon gilingan. Bundan
tashqari, 7 - musbat tipli xos giymat, 7 - musbat tipli xos vektor va J - musbat tipli spektral nugta
kabi tushunchalar haqida ma’lumotlar berilgan.

Kalit se‘zlar: ichki ko ‘paytma, musbat, manfiy va neytral element, Yevklid fazosi, Kreyn
fazosi, 7 - musbat tipli xos giymat, 7 - musbat tipli xos vector, 7 - musbat tipli spektral nugta.

HEKOTOPBIE PACCYXJIEHUS O BHYTPEHHUX YMHOXEHUSX C
HEOITPEJAEJIEHHBIM 3HAKOM
PacyJsioB Tyakun XyceHoBHY
[Tpodeccop kadeapsr MaTemaTuyeckoro ananusa, byxapckuii rocyapCTBEHHBIHN
YHHUBEPCHUTET

Annomayusn. B Oaunnou cmamve  CPABHUBAIOMCA — 3HAKO-ONpeOeieHHble U
HeonpeoeseHHble 8HYMPEHHUE YMHONCEHUS], NPUBOOSAMC NPUMEPHL 8 PA3HBIX NPOCMPAHCINEAX U
usyuaemcs cési3b mexcoy Humu. Beoosmcesa maxue nowsmus, kax no3umueHoe, HeuUmpaibHoe U
HecamugHoe npocmparcmeo. Onucvlaemcs UCMopus U3yyeHus NPOCMpPAHCMEad ¢ 8HYMPEHHUX
VMHOJNCEHUL HeONpeOeieHHbIM 3HAKOM U ONpedeisieMblX 8 HUX JUHeUHblX onepamopos. Kpome
moeo, 0ana ungopmayus o makux nouamusx, kax J - nonodcumenvHoe coocmeeHHoe 3HaA4eHue,
J - nonoscumenvHulil cobcmeerHblll 6ekmop u J - NOJOACUMENbHASL MOYKA CNEKMP.

Knroueesvle cnoea: eHympeHHUll YMHONCEHUS, NOJNONCUMENbHBIL, OMPUYAMETbHBIL U
HeUmpaibHblll  dJIeMeHm,  e8KIU0080  npocmpancmeo, npocmpancmeo  Kpeuna, J -
noodcumenvbHoe cobcmeennoe snavenue, J - nonodxcumenvHuvliil coocmeenHvlll 6ekmop, J -
NOJIONCUMENLHASL MOYKA CHEKMPA.

SOME DISCUSSIONS ON INDEFINITE INNER PRODUCT
Rasulov Tulkin Husenovich
Professor, Department of Mathematical Analysis, Bukhara State University

Annotation. In this paper, definite and undefined inner products are compared,
examples are given in different spaces, and the connection between them is studied. Concepts
such as positive, neutral and negative space are introduced. The history of the study of inner
product spaces and linear operators defined in it is described. In addition, the information about
the 7 - type positive eigenvalue, J - type positive eigenvector and 7 - type positive spectral point.

Key words: inner product, positive, negative and neutral element, Euclidean space,
Krein space, 7 - type positive eigenvalue, 7 - type positive eigenvector, J - type positive spectral
point.

KIRISH

Bizga yaxshi ma‘lumki, umumta‘lim maktablarida 8-sinf “Geometriya” fanini o‘qitishda
vektorlar va ularning skalyar ko‘paytmasiga ta’rif beriladi. So‘ngra yuqori sinflarda, akademik
litsey, kasb-hunar kollejlarida skalyar ko‘paytma bilan bog‘liq ko‘plab tushunchalar o‘rgatiladi.
Oliy ta’lim muassasalarida esa matematika ta’lim yo‘nalishi talabalariga dastlab chizigli algebra
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va analitik geometriyada n ta haqigiy yoki komleks koordinataga ega vektorlar skalyar
ko‘paytmasi bilan bog‘liq tushunchalar kiritiladi. Bunda asosan R™ va C™ fazolar garaladi hamda
skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritiladi:

1. R™ fazoda ixtiyoriy x = (xq,X2, ., Xn), ¥ = (V1,¥2, -, Yn) € R™ elementlar uchun
skalyar ko‘paytma

n

(x,y) = Z XYk

k=1
tenglik orgali aniglanadi.
2. C™ fazoda ixtiyoriy z = (2, 2y, ..., 2p), W = (W1, Wy, ..., w;,) € C™ elementlar uchun
skalyar ko‘paytma

n

(zw) = )z

k=1
tenglik orgali aniglanadi, bunda wy, orgali w;, ga go‘shma son belgilangan.

Oliy ta’lim muassasalarining “Matematika” va “Amalily matematika va informatika”
ta’lim yo‘nalishlarida “Funksional analiz” fani o‘qgitiladi. Bu fanning vektor fazolar bo‘limini
o‘gitishda asosan cheksiz o‘lchamli chizigli fazolar va ularda kiritilgan norma hamda skalyar
ko‘paytmalar muhim o‘rin tutadi. Mazkur holda chizigli fazo elementlari sanoglita koordinataga
ega vektorlar, uzluksiz funksiyalar, [a, b] kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalar, [a,b]
kesmada aniglangan kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyalar, [a, b] kesmada aniglangan
chekli variatsiyaga ega funksiyalar bo‘lishi mumkin. Shu sababli quyida biz skalyar
ko‘paytmaning umumiy tarifini keltiramiz [1].

Bizga L haqigiy chizigli fazo berilgan bo‘lsin. Agar L X L dekart ko‘paytmada
aniglangan p funksional quyidagi:

Dp(x,x) = 0,Vxel; p(x,x) = 0 & x = 6;

2)p(x,y) = p(y,x),Vx,yeL;

3)plax,y) = ap(x,y),VaeR,Vx, yeL;

p(x + y,z) = p(x,z) + p(y,2),Vx,y,2z€L

shartlarni ganoatlantirsa, u holda p ga L chizigli fazoda aniglangan skalyar ko‘paytma yoki
ishorasi aniglanmagan ichki ko‘paytma deyiladi. x va y elementlarning skalyar ko‘paytmasi
(x,y) kabi belgilanadi. Skalyar ko‘paytma kiritilgan chiziqli fazoga Yevklid fazosi deyiladi.

Agar L chizigli fazoda aniglanganp funksional uchun skalyar ko‘paytma shartlaridan
fagat birinchisi bajarilmasa, p ga L dagi ishorasi aniglanmagan ichki ko‘paytma deyiladi.
Ishorasi aniglanmagan ichki ko‘paytma kiritilgan L chizigli fazoga ishorasi aniglanmagan ichki
ko‘paytmali fazo deyiladi.x va y elementlarning ichki ko‘paytmasi odatda [x,y] kabi
belgilanadi. Ishorasi aniglanmagan ichki ko‘paytmalar bilan bog‘liq ma’lumotlarni [2]
adabiyotdan topish mumkin. Bu tushuncha Funksional analiz fani dasturiga kiritilmagan bo‘lsada
skalyar ko‘paytma ta’rifidagi 1)-aksioma bajarilmaydigan ko‘plab misollar uchrab turadi.
Bunday misollarni tahlil gilishda talabalarga ishorasi aniglanmagan ichki ko‘paytmalar
tushunchasining zamonaviy matematikada tutgan o‘rni, qo‘llanilish sohalari hagida yangi
ma’lumotlar berilsa, ularda matematikaning bu tushunchasini yanada chuqurroq o‘rganish istagi
paydo bo‘ladi.

ASOSIY QISM

O‘quvchiga qulaylik uchun ayrim ma’lumotlarni keltiramiz.

Ta’rifga ko‘ra, ishorasi aniglanmagan ichki ko‘paytmali fazo haqigiy yoki kompleks
vektor fazosi bo‘lib, unda simmetrik (kompleks holda: ermit) bichizigli formaga mos kvadrat
forma ham musbat, ham manfiy giymatlarni gabul gila oladi. Bu tushuncha dastlab 1942-1943
yillarda Dirak va Paulining kvant maydon nazariyasiga oid ishlarida ishlatilgan. Keyinchalik
1944 vyilda Pontryagin ishorasi aniglanmagan ichki ko‘paytmali fazoni matematik nuqtai
nazardan tadqiq gilgan. Birog u Dirak va Paulining tadgigotlaridan bexabar bo‘lgan. So‘nggi
yillarda Dirak va Paulining ishorasi aniglanmagan ichki ko‘paytmali fazo tushunchasi va uning
elementar xossalarini maydonlar nazariyasiga qo‘llashga oid urinishlarini ko‘plab olimlar davom
ettirganlar. Bundan tashqgari, Pontryaginning ishorasi anigqlanmagan ichki ko‘paytmali fazolar
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geometriyasi va ularda aniglangan chizigli operatorlarning spektral nazariyasiga oid ishlari 1956
va 1962 vyillar oralig‘ida M.G.Kreyn, I.S.lohvidov, H.Langer kabi olimlar tomonidan
rivojlantirilgan. Yuqoridagi natijalar bilan J.Bognarning [2] monografiyasi hamda T.Ya.Azizov
va |.S.lohvidovlarning [3] monografiyasi orgali tanishish mumkin.

Quyidagi misollar ishorasi aniglangan va aniglanmagan ichki ko‘paytmalar orasidagi
fargni tadqiq qilish imkonini beradi.

1-misol: L = R? haqiqgiy chizigli fazoda aniglangan p(x,y) = x;v; + x,y, funksional
ishorasi aniglangan ichki ko‘paytma bo‘ladimi?

Yechish: Ixtiyoriy x, yeL elementlarni olamiz, bunda x = (x4,x,),y = (y1,y,) vaz =
(z1, z,) hamda skalyar ko‘paytma shartlarini tekshiramiz.
1p(x,x) = x1%; + X%, = x2 + x2 > 0;
p,x)=x2+x2=0=>x,=x,=0=>x=96.

Demak, p(x,x) = 0 = x = 6 ekan. Aksincha, x = 6 ekanligidan p(x,x) = 0
tenglikning bajarilish oson kelib chigadi.
2.p(x,y) = x1y1 + X2y, = y1%1 + ¥2x2 = p(y, %);

3. a haqgigiy soni uchun p(ax,y) = (ax)y, + (axy)y, = ax,y; + axyy, = a(x;y; +
x,Y2) = ap(x,y) tenglik orinlidir;

bpix + y,2) =1+ ¥z + (2 +Y2)22 =121 + Y121 + X225 + Y22, =

= (X121 + %323) + (V121 + ¥222) = p(x,2) + p(¥,2).

Shunday qilib, p(x,y) = x;y; + x,y, funksional skalyar ko‘paytmaning barcha
shartlarini ganoatlantirar ekan. Demak, R? chizigli fazo p(x,y) skalyar ko‘paytma bilan
birgalikda Yevklid fazoni tashkil giladi.

Endi ishorasi aniglanmagan ichki ko‘paytmaga misol keltiramiz.

2-misol: L =R? fazoda aniglangan [x,y]= x;y, —x,y, funksional ishorasi
aniglanmagan ichki ko*paytma bo‘lishini ko‘rsating.

Yechish: Ta’rifdagi 2) - 4) aksiomalarning bajarilishi xuddi 1) - misoldagi kabi
tekshiriladi. Bu yerda biz asosan skalyar ko‘paytmaning 1)-aksiomasi bajarilmasligini
asoslaymiz. Buning uchun x, = (1,2) € R? elementni olib, [x,, x,] ni hisoblaymiz:

[x0,X0] =1-1-2-2=-3<0.
Yo = (1,1) # 0 element uchun [y,, y,] ni hisoblaymiz:
Vo] =1-1-1-1=0.
zo = (2,1) element uchun [z,, z,] ni hisoblaymiz:
[z0,Z20] = 2-2—-1-1=3>0.
Shunday qilib, skalyar ko‘paytma 1)- aksiomasining ikkala gismi ham bajarilmas ekan.
Haqigiy sonlardan tuzilgan va

o)

Sen

n=1
shatni ganoatlantiruvchi ketma-ketliklar to‘plamini [, orgali belgilaymiz.
[, to‘plamning qurulishi yanada tushunarli bo‘lishi uchun bu to‘plamga tegishli bo‘lgan
va tegishli bo‘lmagan quyidagi elementlarni qaraymiz:
1) x = (1%;%) € [, bo‘ladi. Chunki, Z,";l% umumlashgan garmonik gator
bo‘lib, u yaqginlashuvchi. Bundan esa aniglanishiga ko‘ra x element [, to‘plamga tegishli
ekanligini ko‘rish mumkin.

(1L L L 1 i yo 1 i -
2) y= (1,\/5,\/5,\/1,...,\5,...) ¢ [,. chunki, Z"=1n garmonik gator uzoglashuvchi.
Bundan esa aniglanishiga ko‘ra y & [, degan xulosani chigarish mumkin.
3-misol: L = [, fazoda aniglangan

5yl = ) (=D %,

n=
funksional ishorasi aniglanmagan ichki ko‘paytma bo‘lishini isbotlang.

249



"Pedagogik akmeologiya™ xalgaro ilmiy-metodik jurnali maxsus son, 2022

Yechish: Ta’rifdagi 2) - 4) aksiomalarning bajarilishini yaginlashuvchi sonli gatorlarning
xossalaridan foydalanib osongina ko‘rsatish mumkin. Berilgan funksional uchun skalyar
ko‘paytmaning 1)- aksiomasi bajarilmasligini ko‘rsatamiz:

X = Gizin) element uchun [x, x] ning giymatini hisoblaymiz:
o 1
-1" v 1
[x.x]=z( ) =—% _-_—<o
4n 1 5
n=1 1 +Z
y=(1,1110,0,0,...,0,..) # 6 elementni garaylik. U holda [y,y] =—-1+1—-1+4+1 = 0.
zZ= (O, 1,0,1,0,1,0,1,...) element uchun
3 9 27 o
B 1 1 9
[Z’Z]_Zgn—l_ 1—§> 0
n=1 1 _§

Shunday qilib, berilgan funksional uchun skalyar ko‘paytma 1)- aksiomasining ikkala
gismi ham bajarilmas ekan.

Bizga ishorasi aniglanmagan ichki ko‘paytmali L fazo berilgan bo‘lsin. Agar biror xeL
element uchun [x, x] > 0 munosabat bajarilsa, x ga musbat element deyiladi. Agar biror yeL
element uchun (y,y) = 0 munosabat bajarilsa, y ga neytral element deyiladi. Agar biror zeL
element uchun (z, z) < 0 munosabat bajarilsa, z ga manfiy element deyiladi.

2-misolda keltirilgan x, manfiy elementga, y, neytral elementga, z, musbat elementga
misol bo‘la oladi.

Bizga ishorasi aniglanmagan ichki ko‘paytmali L fazo berilgan bo‘Isin. L fazoning barcha
musbat elementlaridan tashkil topgan fazoga musbat fazo deyiladi va L, kabi belgilanadi. L
fazoning barcha manfiy elementlaridan tashkil topgan fazoga manfiy fazo deyiladi va L_ orqgali
belgilanadi. L fazoning barcha neytral elementlaridan tashkil topgan fazosiga neytral fazo
deyiladi L, orgali belgilanadi.

2-misolda keltirilgan ichki ko‘paytma misolida musbat, neytral, manfiy fazolarni
topamiz:

L+ = {x = (xl,xZ) € Rz |x1| > |x2|}’
Lo = {x = (x1, x) € R*: |x1] < |x,]}.

Endi 1-misoldagi skalyar ko‘paytma va 2-misoldagi ishorasi aniglanmagan
ichki ko‘paytma orasida bog‘lanish o‘rnatamiz. Buning uchun R? fazoda

7= ((1) —01)

matritsani garaymiz. Bu holda ixtiyoriy x, yeR? elementlar uchun (x,y) = [x,/y]
bog‘lanish mavjud.

Talabalar Funksional analiz kursida asosan Yevklid fazosida aniglangan chizigli
funksionallar va operatorlar bilan tanishadilar, xususan operatorlarning qo‘shmasini topishda
skalyar ko‘paytma keng foydalaniladi. Biroq skalyar ko‘paytmaning 1)-aksiomasi
bajarilmaydigan, ya‘ni ishorasi aniqlanmagan ichki ko‘paytmalar yordamida matematikaning
yangi Yyo‘nalishi mavjudligi haqida ma’lumotga ega bo‘lmaydilar. Sababi ular hagidagi
ma’lumotlar fan dasturida ko‘zda tutilmagan. Iqtidorli talabalar uchun mo‘ljallangan fan
to‘garaklarda, olimpiadalarga tayyorlash kurslarida yoki Funksional analiz fanidan mustagqil
ishlarni bajarishda ishorasi aniglanmagan ichki ko‘paytmalar va ular bilan bog‘liq operatorlar
spektral nazariyasi elementlari o‘rgatilsa magsadga muvofiq bo‘lardi.

Ishorasi aniglanmagan ichki ko‘paytmalar yordamida quyidagilarni amalga oshirish
mumkin: Kreyn fazolarini qurib, ularda aniglangan blok operatorli matritsalarning spektral
xossalarini o‘rganish mumkin hamda Gilbert fazosidagi o‘z-o‘ziga qo‘shma va 7-go‘shma
operatorlarni giyosiy tahlil gilish mumkin [4-5]. Bunda Gilbert fazosida J/-qo‘shma operator
Kreyn fazosida o‘z-o°ziga qo‘shma bo‘ladi.

Kreyn fazolari bu ichki ko‘paytmali (K,[]) fazo bo‘lib uni K =K, @ K_ to‘g‘ri
yig‘indi Ko‘rinishida tasvirlash mumkin, bu yerda H, = (K,,[-]) va H, = (K_, —[-,]) Hilbert

250




"Pedagogik akmeologiya" xalgaro ilmiy-metodik jurnali maxsus son, 2022
fazolaridir. Agar K =K, @ K_ yoyilmaga nisbatan [--] = (7-) deb olinsa, bunda
J = diag(l,—1I), u holda K fazodagi har ganday chizigli chegaralangan o‘z- o‘ziga go‘shma A
operator

A B
A= (—B* D)
ko‘rinishda tasvirlanadi, ya‘ni A4 blok operatorli matritsa 7 - oz - o‘ziga go‘shma operator
bo‘ladi.

Quyida oliy ta‘lim muassasalari talabalari uchun yana bir gator yangi tushunchalarni
keltirib o‘tamiz.

Faraz qilaylik, A4 blok operatorli matritsa H Hilbert fazosidagi J - o‘z - o‘ziga go‘shma
operator bo‘lib [-,-] = (7 +,") bo‘lsin.

Agar A operatorning 4, X0s giymatiga mos x, xos vektori uchun

[%0,x0] >0

munosabat bajarilsa x, vektor 7 - musbat tipli xos vektor deyiladi; agar 1, xos giymatga mos
keluvchi barcha xos vektorlar 7 - musbat tipli bo‘lsa, 1, soni J - musbat tipli xos giymat deyiladi.

Agar Ay € g, (A) N R nugta uchun |x,|l = 1,

lim [1(A = 20)x, | = 0

ekanligidan
lim inf [x,,x,] >0
n—-oo

bo‘lishi kelib chigsa, u holda 4, nuqtaga J - musbat tipli spektral nugta deyiladi.

J - manfiy tipli xos vektor, xos giymat va spektral nugta tushunchalari ham shunga
o‘xshash kiritiladi.

Agar L c H gism fazoning barcha x € L, x # 0 nugtalari uchun [x,x] = 0 munosabat
bajarilsa, L ga J - nomanfiy gism fazo deyiladi.

Agar barcha x € L, x # 0 nugtalar uchun [x, x] > 0 shart bajarilsa, L ga 7 - musbat gism
fazo deyiladi.

Agar barcha x € L, x # 0 nuqtalar va biror § > 0 soni uchun [x, x] > §]|x]|? tengsizlik
bajarilsa, L ga tekis 7 - musbat gism fazo deyiladi.

XULOSA

Maqolada ishorasi aniglangan va ishorasi aniglanmagan ichki ko‘paytmalar bilan bog‘liq
tushunchalar keltirilgan hamda ular orasidagi bog‘lanishlar yoritib berilgan. Oliy ta’lim
muassasalari iqtidorli talabalari uchun giziqarli ma’lumotlar o‘z aksini topgan. Umuman
olganda, funksional analiz kursini o‘qitish jarayonida qo‘shma operatorlar, oz - o‘ziga qo‘shma
operatorni o‘rganishda qo‘shimcha ravishda J- qo‘shma va 7 - o‘z - o‘ziga qo‘shma
operatorlarning xossalarini o‘rganish muhim ahamiyat kasb etadi. Mazkur ishda keltirilgan
ma’lumotlar Matematika mutaxassisligi bo‘yicha tehsil olayotgan magistrlarga “Operatorli
matritsalarning spektral nazariyasi” fanidan egallagan bilimlarini mustahkamlashda va
to‘ldirishda hamda mustagqil ta’lim toshiriqlarini bajarishda o‘zbek tilida yozilgan manba sifatida
tavsiya etiladi.
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