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Равшанов Н.К., Назаров Ш.Э.  
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА 

РАСПРОСТРАНЕНИЯ МЕЛКОДИСПЕРСНЫХ АЭРОЗОЛЬНЫХ 
ЧАСТИЦ В ПРИЗЕМНОМ СЛОЕ АТМОСФЕРЫ  

Институт развития цифровых технологий и искусственного интеллекта, Узбекистан 
Бухарский государственный университет, Узбекистан 

 

1. Введение. Промышленный и городской рост в последние десятилетия 
вызвал увеличение загрязнения атмосферы и следовательно, повышенные 
риски для здоровья населения. Большинство атмосферных загрязнителей 
оказывают вредное воздействие в зависимости от их концентрации, поэтому 
необходимо выявлять их наличие и контролировать уровни каждого из этих 
потенциально опасных элементов. Загрязнение атмосферы - это проблема, 
одинаково затрагивающая как развитые, так и развивающиеся страны. Ос-
новными источниками техногенного загрязнения являются транспорт, энер-
гетика и промышленная деятельность, а также крайне опасные для здоровья 
населения газообразные неорганические соединения.  

Загрязнение атмосферы, вызванное различными химическими вещест-
вами, в настоящее время имеет большое значение во всем мире из-за пагуб-
ного воздействия на экосистемы и, в частности, на здоровье человека и ме-
таллические материалы. Городское развитие, изменение земной поверхности 
и климатические изменения являются явлениями, происходящими от миро-
вого демографического взрыва, которые наносят вред не только людям, но и 
животным и растениям экосистемы. Воздействие загрязненного воздуха яв-
ляется глобальной проблемой и связано с астмой и другими заболеваниями 
легких. Повреждение, наносимое загрязненным воздухом непосредственно 
дыхательным путям, вызывает эпигенетические изменения в легких. Это мо-
жет вызвать окислительный стресс, повреждающий ДНК. Летучие органиче-
ские соединения, такие как: бензол, толуол, ксилол и другие, связаны с по-
вышенным риском развития астмы [1]. 

Для решения подобных задач необходимо разрабатывать математиче-
ские модели (ММ) и эффективные алгоритмы на основе численных методов, 
используя которые можно проводить вычислительные эксперименты (ВЭ) на 
вычислительных системах (ВС).  

Математическим моделированием процессов загрязнения атмосферы 
выбросами от естественных и антропогенных источников занимались и про-
должают развивать многочисленные ученые в ведущих научных центрах. 
Ими уже получены значительные результаты фундаментального и приклад-
ного характера. 

В частности, в [2, 3] рассматриваются две двумерные модели для описа-
ния взаимодействия воздушного потока с неоднородным растительным по-
кровом в приземном слое атмосферы. Приводятся результаты численных 
экспериментов, проведенных с помощью каждой из моделей, по описанию 
поля скорости ветра в приземном слое над неоднородным растительным по-
кровом - лесополосой и лесным массивом со сплошной вырубкой. 
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В [4] разработаны математическая модель, численный алгоритм и про-
граммное средство для прогнозирования процесса переноса вредных веществ 
в условиях горного (городского) рельефа от импульсных источников, а в [5] - 
математическая модель, описывающая рассматриваемый процесс рассеива-
ния загрязняющих веществ в атмосфере, с учетом основных физических фак-
торов: температура, давление, скорость ветра, направление ветра, скорость 
истечения дымовых газов, высота выбросной трубы и препятствия в виде 
зданий. Модель составлена с помощью уравнений Навье-Стокса. Приведены 
результаты численных расчетов на программном обеспечении ANSYS CFX-
CFD, где предлагается широкий выбор моделей турбулентности, таких как k-
ε модель, k-ω модель и перенос напряжения сдвига (SST) [6]. Эта модель 
также используется другими авторами для численного моделирования рас-
сеивания загрязняющих веществ в воздухе [7, 8]. 

 В [9] предлагается модель рассеивания загрязняющих веществ на осно-
ве Гауссового шлейфа, учитывающая перенос загрязняющих веществ, выбра-
сываемых из открытых источников. В работе представлены численные экс-
перименты, иллюстрирующие адекватность разработанной модели.  

В [10] представлена численная модель для анализа мезомасштабного 
распределения примесей в горах, предгорьях и степной зоне (на примере Ка-
бардино-Балкарской Республики). Применены подробные уравнения гидро-
термодинамики, переноса газовой примеси, уравнения конденсации и коагу-
ляции, учтено сухое осаждение и вымывание аэрозолей. 

 В [11] для прогнозирования и мониторинга состояния атмосферы про-
мышленных регионов разработаны двух и трехмерная нелинейные математи-
ческие модели процесса распространения вредных веществ в пограничном 
слое атмосферы с учетом переменности скорости осаждения частиц, суточ-
ного и годового характера изменения интенсивности поглощения вредных 
веществ. 

В [12] для изучения рассеивания загрязнителей воздуха под воздействи-
ем городского теплоснабжения приведена двумерная математическая модель, 
где учитываются мезомасштабные ветра рассматриваемого региона и удале-
ния загрязняющих веществ, в процессе влажного и сухого осаждения. Для 
численного интегрирования задачи авторами использованы конечно-
разностные схемы Кранка-Николсона с учетом зависимости метеорологиче-
ских параметров: скорости ветра и профили вихревой диффузии. 

Решение задачи мониторинга и прогнозирования экологического со-
стояния приземного слоя атмосферы в промышленных регионах, где имеет 
место нарушение баланса санитарной нормы окружающей среды, вследствие 
большого количества выбросов вредных веществ рассмотрено в [13, 14]. Для 
ее решения разработаны математические модели, описывающие рассматри-
ваемый процесс с помощью уравнений гидромеханики и соответствующими 
начальными и краевыми условиями. 

В [14] разработаны модель, численный алгоритм и программное средст-
во для исследования, прогнозирования и мониторинга, а также для оценки 
экологического состояния атмосферы и подстилающей поверхности рассмат-
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риваемого региона пассивными и активными примесями. Для определения 
скоростей движения аэрозольных частиц под действием воздушного потока, 
получена система нелинейных дифференциальных уравнений в частных про-
изводных, где учтены основные физико-механические свойства аэрозольных 
частиц и прочие факторы, воздействующие на рассматриваемый процесс.  

Авторами работы [15] проведены численные расчеты для исследования 
процесса эрозии почвы в зависимости от скоростей воздушной массы атмо-
сферы, размера и плотности частиц, а также сил действующих на них. 

В [16] обсуждается разработка математической модели, процесса рас-
пространения аэрозольных частиц в приземном слое атмосферы. Предложен-
ная математическая модель служит решению задач мониторинга и прогнози-
рования экологического состояния окружающей среды промышленных ре-
гионов. Для проверки адекватности разработанного математического аппара-
та проведены вычислительные эксперименты, результаты которых сопостав-
лены с натурными данными реального производственного объекта, располо-
женного в Бухарской области Узбекистана. 

Хотя в приведённых выше работах получены значительные результаты 
фундаментального и прикладного характера, но в них не рассматривается 
распространение вредных веществ с учётом неоднородны и шероховатости 
поверхности земли: растительный покров, лесополоса и высотных жилых и 
производственных объектов. 

 2. Постановка задачи. С учетом выше сказанного, для исследования 
процесса переноса и диффузии аэрозольных частиц в атмосфере с учетом 
существенных параметров , ,u    - составляющие скорости ветра по направ-
лениям , ,x y z  соответственно, а также орографии рассматриваемой местно-
сти рассмотрим следующую математическую модель: 
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где   - концентрация вредных веществ в атмосфере; t - время; 0  - первичная 
концентрация вредных веществ в атмосфере; E - концентрация, поступаю-
щая через границы рассматриваемой области; ,  ,x y z  - система координат; 
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, ,u   - скорость ветра по трём направлениям; gw  - скорость осаждения час-

тиц;   - коэффициент поглощения вредных веществ в атмосфере; α(z) - ко-
эффициент, характеризующий захват частиц элементами растительности; 
 ,     - коэффициенты диффузии и турбулентности; Q - мощность источни-
ка;   - функция Дирака; ξ - коэффициент массообмена через границы расче-
та;   - коэффициент взаимодействия частиц с подстилающей поверхностью; 

0f  - стационарный источник выброса вредных веществ с постилающей по-
верхности земли. 

Так как поставленная задача описывается многомерным уравнением в 
частных производных, то получить аналитическое решение затруднительно.  

3. Метод решения задачи. Для численного интегрирования задачи (1)-
(5) вводим обозначения  

  gw w w  ; 

  2 2
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и, подставляя (6) в (1), упрощая подобные члены, получим следующее: 
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   



  



   1 ;
y

E
y L

e
y

   



 



   (10) 

   1 0
0

;
z

e f
z

 



  



   1 .
z

E
z H

e
z

   



 



   (11) 

Для упрощения решения рассмотрим уравнения (7)-(11) в прямоуголь-

ной области  0 ,0 , 0x y zD x L y L z H        и будем считать, что источ-

ник загрязнения находится в приземном слое атмосферы. Рассматриваемую 
область покроем сеткой с шагами ,  ,  ,x y z t    :

 
 

  , , , ;

1
1, ; 1, , 1, , 0, , .

xyzt i j k n

x y z t
t

x i x y j y z k z n t

i N j M k L n N t
N

         


      


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Далее, используем неявную разностную схему для обеспечения высоко-
го порядка аппроксимации по времени и пространственным переменным, а 
также для устойчивости вычислительного процесса. Таким образом по на-
правлению оси Ox получим разностный аналог (7): 

 

 

  

1/3
, , , , 1/3 1/3 1/3 1/3

1 , , 1, , , , 1, ,2

, 1, , , , 1,2

0,5 , , 1 0,5 0,5 , , 0,5 , , 1 1 , ,2

2
/ 3

2

1 1
.

3

n n
i j k i j k n n n n

i j k i j k i j k i j k

n n n
i j k i j k i j k

n n n
k i j k k k i j k k i j k i j k

t x

y

e Q
z

      

   

       


   

 

 

     


    

 

   


    


 
   

  

  

 

Затем, открываем скобки и, группируя подобные члены, получаем: 

 

1/3 1/3 1/3
1, , 1 , , 1, ,2 2 2

0,5 0,5
, , , 1,2 2 2

0,5 0,5
, 1, , , 1 , , 1 1 , ,2 2 2

3 2

3 2

1

3

n n n
i j k i j k i j k

k k n n
i j k i j k

k kn n n
i j k i j k i j k i j k

tx x x

t y z y

e Q
y z z

     

   

     

  
 

 


 
  

         
  

           


   
   

  

 

   .

 (12) 

Для упрощения введём следующие обозначения: 

, , 2
;i j ka

x





 , , 1 2

3 2
;i j kb

t x

  
 

 , , 2
;i j kc

x



  

0,5 0,5
, , , , , 1, , 1,2 2 2 2

0,5 0,5
, , 1 , , 1 1 , ,2 2

3 2

1
.

3

k k n n n
i j k i j k i j k i j k

k kn n
i j k i j k i j k

d
t y z y y

e Q
z z

     

 
  

 
 

 
 

 
           

  
 

  

 
 

Тогда, уравнение (12) запишем в виде системы линейных алгебраиче-
ских уравнений с трехдиагональным преобладанием: 

1/3 1/3 1/3
, , 1, , , , , , , , 1, , , , .n n n

i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ka b c d    
        

Аппроксимируем первую часть граничного условия (9) со вторым по-
рядком точности: 

1/3 1/3 1/3
0, , 1, , 2, , 1/3

1 0, ,

3 4

2

n n n
j k j k j k n

E j ke
x

  
   

  
  

  


  
  

или 
  1/3 1/3 1/3 1/3

0, , 1, , 2, , 1 0, ,3 4 2 2 x .n n n n
j k j k j k E j kxe                 (13) 

Из полученной трёхдиагональной системы линейных алгебраических 
уравнений  

1/3 1/3 1/3
1, , 0, , 1, , 1, , 1, , 2, , 1, ,

n n n
j k j k j k j k j k j k j ka b c d           

находим 1/3
2, ,
n

j k  , следующим образом: 
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1, , 1, , 1, ,1/3 1/3 1/3

2, , 0, , 1, ,
1, , 1, , 1, ,

.j k j k j kn n n
j k j k j k

j k j k j k

a b d

c c c
           (14) 

2/3
, 2,
n
i k   в уравнении (14) подставляем в (13) и получаем следующее: 

1, , 1, , 1, ,1/3 1/3 1/3 1/3
0, , 1, , 0, , 1, ,

1, , 1, , 1, ,

1/3
1 0, ,

3 4

2 2 x

j k j k j kn n n n
j k j k j k j k

j k j k j k

n
E j k

a b d

c c c

xe

    

 

   



    

   

   


 

или 

 

1, , 1/3
0, ,

1, ,

1, , 1, ,1/3
1, , 1

1, , 1, ,

3 2 x

4 2 .

j k n
j k

j k

j k j kn
j k E

j k j k

a

c

b d
xe

c c

   

    





 
     

 
 

      
 




 (15) 

В результате находим 1/3
0, ,
n

j k   из уравнения (15): 

 
1, , 1, , 1, , 1, , 11/3 1/3

0, , 1, ,
1, , 1, , 1, , 1, ,

4 2
.

3 2 3 2
j k j k j k j k En n

j k j k
j k j k j k j k

c b d x c e

c a x c a x

   
 

     
   

 
     

   (16) 

Используя (16), находим значения прогоночных коэффициентов 0, ,j k  и 

0, ,j k :
 
 

 
1, , 1, , 1, , 1, , 1

0, , 0, ,
1, , 1, , 1, , 1, ,

4 2
; .

3 2 3 2
j k j k j k j k E

j k j k
j k j k j k j k

c b d x c e

c a x c a x

   
 

     
  

 
     

 (17) 

Также аппроксимируем вторую часть граничного условия (9): 
1/3 1/3 1/3
2, , 1, , , , 1/3

1 , ,

4 3

2

n n n
N j k N j k N j k n

E N j ke
x

  
   

  
   

 


  
  

или 
  1/3 1/3 1/3 1/3

2, , 1, , , , 1 , ,4 3 2 2 x .n n n n
N j k N j k N j k E N j kxe       
           (18) 

Последовательно применяя метод прогонки для N, N-1 и N-2 , находим 
1/3
1, ,

n
N j k 


 и 1/3
2, ,

n
N j k 


 : 

  1/3 1/3
1, , 1, , , , 1, , ;n n

N j k N j k N j k N j k    
      (19) 

   
1/3 1/3
2, , 2, , 1, , 2, ,

1/3
2, , 1, , , , 1, , 2, ,

1/3
2, , 1, , , , 2, , 1, , 2, , .

n n
N j k N j k N j k N j k

n
N j k N j k N j k N j k N j k

n
N j k N j k N j k N j k N j k N j k

   

    

     

 
   


   


    

  

   

  

 





 (20) 

Подставляя 1/3
1, ,

n
N j k 


 и 1/3
2, ,

n
N j k 


  из (19) и (20) в уравнение (18), находим 
1/3
, ,

n
N j k  : 
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1/3
2, , 1, , , , 2, , 1, , 2, ,

1/3 1/3 1/3
1, , , , 1, , , , 1 , ,4 4 3 2 x 2 x ;

n
N j k N j k N j k N j k N j k N j k

n n n
N j k N j k N j k N j k E N j ke

       

      


    

  
 

  

      



  
 

 
 
 

1 2, , 2, , 1, , 1, ,1/3
, ,

2, , 1, , 1, ,

2 4
.

2 4 3

E N j k N j k N j k N j kn
N j k

N j k N j k N j k

xe

x

     


    
   

  

   


   
  (21) 

При обратном ходе прогонки последовательно, определяются значения 
концентрации 1/3

1, ,
n
N j k 


  ,
 

1/3
2, ,

n
N j k 


 , ..., 1/3
0, ,
n

j k   в следующем виде: 
1/3 1/3
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          

Применяя приведенные выше процедуры по направлению Oу, имеем:  
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 
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2 4
.

2 4 3
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y
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   


   
  (23) 

Аналогично применяя приведенные выше процедуры по направлению 
Oz, получаем следующее:  

1 1 1
, , , , 1 , , , , , , , , 1 , , .n n n
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   
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Таким образом, для интегрирования поставленной задачи разработана 
неявная численная схема и алгоритм со вторым порядком точности по про-
странственным переменным, позволяющий проводить численные расчеты на 
вычислительных системах. 

4. Заключение. По итогам проведенной и изложенной работы, были по-
лучены математическая модель и численный алгоритм для решения задач 
анализа и прогнозирования процесса распространения мелкодисперсных аэ-
розолей в атмосфере с учетом скорости ветра по трем направлениям, скоро-
сти осаждения аэрозольных частиц на постилающей поверхности, а также за-
хвата частиц элементами растительности, что существенно влияет на дина-
мику исследуемого процесса. 

Разработанный математический аппарат позволяет выполнять оценку 
возможных экологических рисков от выбросов природных и промышленных 
источников, а также обеспечивает поддержку принятия решений по защите 
окружающей среды и реализации природоохранных мероприятий. 
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