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УДК 004.4

МОДЕЛЬ И АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ
КОНВЕКТИВНОГО ПЕРЕНОСА И ДИФФУЗИИ

ЗАГРЯЗНЯЮЩЕГО ВЕЩЕСТВА В АТМОСФЕРЕ
1Равшанов Н., 2Назаров Ш., 3Боборахимов Б.
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Численными расчетами установлены, что при штиле процесс распространения
загрязняющих веществ в атмосфере происходит за счет диффузионного переноса
их в атмосфере. В таких случаях для прогнозирования загрязняющих веществ в
атмосфере достаточно решать уравнения диффузия и им соответствующие краевые
условия.

Проведенные вычислительные эксперименты показали, что с ростом мощности
источника растет концентрация загрязняющих веществ вокруг источника с прибли-
жением скорости воздушного потока к нулю. Концентрация загрязняющих веществ
в приземном слое атмосферы со временем изменяются в зависимости от реальных
скоростей ветра. При увеличении скорости ветра, не наблюдается накопление кон-
центрации загрязняющих веществ вокруг источника, а область распространения их
со временем увеличивается. Всесторонний анализ проведенных численных расчетов
показало, что для моделирования процесса переноса и диффузии загрязняющих ве-
ществ в приземном слое атмосферы на основе прогноза скоростей ветра по трем
направлениям и орография рассматриваемого региона, можно разработать матема-
тическую модель с учетом или без учета переноса субстанции.

Ключевые слова: Математическая модель, аналитическое решение, процесс диф-
фузии вредных веществ, мощность источника, концентрация загрязняющих ве-
ществ, скорость ветра, численный алгоритм.

Цитирование: Равшанов Н., Назаров Ш., Боборахимов Б.Модель и аналитическое
решение задач конвективного переноса и диффузии загрязняющего вещества в ат-
мосфере // Проблемы вычислительной и прикладной математики. – 2022. – № 3(41).
– С. 34-47.

1 Введение
Уровень загрязнения атмосферы особенно высок в густонаселенных странах с

быстрым экономическим ростом промышленности. В результате увеличения и ин-
тенсивного роста производства объём выбрасываемых в атмосферу вредных веществ
в виде аэрозолей растет, что может привести к дисбалансу экологической ситуации
с возможным изменением климатических условий.

В связи с этим, проблема охраны окружающей среды и её защита от техногенных
факторов является актуальной и требующей бескомпромиссного решения.



Модель и аналитическое решение задач . . . 35

Одним из эффективных методов и средств исследования, прогнозирования, кон-
троля, мониторинга состояния окружающей среды и предотвращения экологических
катастроф в промышленных регионах является математический аппарат – «модель,
алгоритм и программное средство». На основе этого проведенное комплексное иссле-
дование можно принимать управленческое решение по данной проблеме.

В статье [1] рассмотрены две численные модели для прогнозирования качества
воздушной среды на улицах городов. Для решения задачи гидродинамики, связанной
с обтеканием зданий, используется модель идеальной жидкости. Для численного ин-
тегрирования уравнений модели используются неявные разностные схемы. Отличи-
тельной особенностью разработанных моделей является оперативность в получении
прогнозных данных.

Авторами работ [2] разработаны численные модели, которые позволяют рассчи-
тать 3D аэродинамику ветрового потока в условиях городской застройки и процесс
массопереноса выбросов от автотрассы. Выполнены расчеты по определению зоны
загрязнения, которая формируется возле зданий, расположенных вдоль автомаги-
страли.

Параметризация приземного слоя выполнена на основе теории Монина-Обухова
[3], которая является основным инструментом при изучении процессов взаимодей-
ствия «поверхность-атмосфера».

Некоторые важные результаты численного моделирования турбулентности и
диффузии примесей приземного слоя атмосферы, были представлены в работах
Д.Л.Лайхтмана [4]. Значительные достижения в области математического модели-
рования атмосферных процессов содержатся в работах А.Е.Алояна и его последова-
телей [5].

В работе [6] предложенный метод позволяет использовать стандартные метеоро-
логические наблюдения для оценки высот слоев перемешивания, сведения о которых
необходимы при расчетах уровня загрязнения атмосферы и для прогноза зон интен-
сивной турбулентности, образующихся вблизи поверхности для уточнения условий
взлета и посадки самолетов.

Исследование [7] посвящено построению математической модели для рассеивания
и перенос загрязняющих веществ в атмосфере. Решение задачи пассивного распро-
странения монодисперсных примесей осуществлялось численными методами. В ра-
боте был разработан алгоритм для случая переменного профиля скорости.
Также был разработан единый вариант вычислительного алгоритма и теоретическое
обоснование применимости численных методов для вычислительного эксперимента.

В статье [8] приведен новый подход к разработке математической модели и мони-
торинга загрязнения приземного слоя атмосферы горнопромышленного региона. В
данной статье предлагается метод и программный комплекс, позволяющий на основе
статистических данных по выбросам загрязняющих веществ горно производствен-
ных предприятиях в экологически проблемных местах промышленного региона и
выполнять оперативный прогноз концентрации вредных веществ в атмосфере при
заданных метеорологических условиях и оперативного управления ими с целью нор-
мализации экологической обстановки региона.

В статье [9] основное внимание уделяется проблеме визуализации больших дан-
ных мониторинга качества воздуха во всех крупных городах в масштабе всей страны.
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Для достижения интуитивно понятной визуализации этого набора данных в этом
исследовании, разработаны два новых инструмента визуализации для многогранной
визуализации временных рядов (timezoom.js) и слой гибридной карты динамического
символа для устранения помех для тематического картирования (symadpative.js).

В статье [10] рассмотрена математическая модель миграции аэрозольных частиц,
которое позволяет прогнозировать воздействие их источника на прилегающие тер-
ритории и залегающие на них грунты. Для проверки достоверности модели были
проведены экспериментальные исследования по оценке рассеяния аэрозольных ча-
стиц из облаков, образовавшихся при буровзрывных работах в карьере по добыче
гранита. В статье также представлены результаты экспериментальной проверки до-
стоверности разработанной модели.

В работе [11] исследованы физико-химические свойства растворов поверхностно-
активных веществ (поверхностное натяжение и краевой угол смачивания), а также
определена оптимальная концентрация поверхностно активных веществ, для улуч-
шения процессов смачивания и слипаемости пылевых частиц. Выявлено целесообраз-
ность применения поверхностно-активных веществ, для обеспыливая атмосферного
воздуха и улучшения экологического состояния окружающей среды в целом.

В статье [12] разработана математическая модель, описывающая рассматривае-
мый процесс с помощью уравнений гидромеханики с соответствующими начальными
и краевыми условиями и программное обеспечение для проведения комплексного ис-
следования процесса переноса и диффузии загрязняющих веществ, выброшенных в
окружающую среду из производственных объектов. Приведены результаты числен-
ных расчетов на ЭВМ.

В статье [13] разработана математическая модель для прогнозирования, монито-
ринга и оценки экологического состояния атмосферы и подстилающей поверхности
пассивными примесями, где учитывается скорость перемещения мелкодисперсных
частиц в атмосфере по трём направлениям.

В работе авторов [14] разработана математическая модель для прогнозирования,
мониторинга и оценки экологического состояния атмосферы и подстилающей поверх-
ности пассивными и активными примесями, где учитывается изменчивая скорость
перемещения частиц в атмосфере. Для определения скорости перемещения мелкодис-
персных частиц в атмосфере получена система нелинейных уравнений, где учтены
основные физико-механические свойства частиц и скорость воздушной массы в ат-
мосфере, которые играют важную роль.

2 Постановка задачи
Для исследования и анализа основных параметров, воздействующей на перенос

и диффузии загрязняющих веществ в приземном слое, за счет которых происходит
изменение концентрации аэрозольных частиц, рассмотрим в подвижном погранич-
ном слое математическую модель, с учетом в мгновенном источнике и скоростью
движения воздушной массы атмосферы 𝑈 :

𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝑈

𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝜇𝑥

𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
(1)

с начальными и граничными условиями вида

𝜃(𝑥, 𝑡) = 𝑀𝛿(𝑥) при 𝑡 = 0 (2)
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𝜃(𝑥, 𝑡) = 0 при 𝑥→ ∞ (3)

Из постановки задачи (1) и (3) видно, что изменение концентрации загрязняю-
щих веществ в приземном слое атмосферы, происходит в зависимости от скорости
воздушной массы атмосферы и значение коэффициента диффузии, изменяющие в
зависимости от температуры и погодно-климатических факторов рассматриваемого
региона.

Для интегрирования и получения аналитическое решение поставленной задачи
(1)–(3) переходим от переменных (𝑥, 𝑡) новых переменных (𝜁, 𝑡), в которых
𝜁 = 𝑥− 𝑈𝑡 и учитывая, что

𝜕𝜁

𝜕𝑡
= −𝑈, 𝜕𝜁

𝜕𝑥
= 1

вместе уравнение (1) получим:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜁

𝜕𝜁

𝜕𝑡
+
𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

𝜕𝑡

𝜕𝑡
= −𝑈 𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜁
+
𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
;

𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜁

𝜕𝜁

𝜕𝑥
+
𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

𝜕𝑡

𝜕𝑥
=
𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜁
;

𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
=
𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜁2
.

(4)

Подставляя (4) в уравнение (1) и условия (2), (3), получим

𝜕𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝜃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜁2
; (5)

𝜃(𝑥, 𝑡) = 𝑀𝛿(𝜃); (6)

𝜃(𝑥, 𝑡) = 0 при 𝜃 → ∞ (7)

Как было показано в работе [15, 16] решение краевой задачи (5)-(7) можно пред-
ствавить в виде:

𝜃(𝑥, 𝑡) =
𝑀√
𝜋𝜇𝑥𝑡

𝑒−
𝜃2

4𝜇𝑥𝑡 (8)

и подставляя в месте 𝜃 = 𝑥− 𝑈𝑡 в решение (8), получим

𝜃(𝑥, 𝑡) =
𝑀√
𝜋𝜇𝑥𝑡

𝑒−
(𝑥−𝑈𝑡)2

4𝜇𝑥𝑡 . (9)

Для проведения подробного исследования, процесс переноса и диффузии загряз-
няющих веществ, в приземном слое атмосферы, в зависимости от скоростей воз-
душной массы атмосферы и коэффициента диффузии, а также мощности источника
загрязнения с помощью полученного решения, проведены численные расчеты. На
этой основе прогнозируется концентрация загрязняющих веществ в атмосфере, а ре-
зультаты проведенных численных расчетов приведены на рис. 1–25.
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Рис. 1 Распределение 𝜃(𝑥, 𝑡) в различные моменты времени при: 𝜇𝑥 = 1 и 𝑈 = 1.

Рис. 2 Распределение 𝜃(𝑥, 𝑡)в различные моменты времени для 𝜇𝑥 = 1 и 𝑈 = 2.

Из кривых рис. 1 и 2 видно, что концентрация загрязняющих веществ в атмосфере
со временем линейно уменьшается, а область переноса их по горизонтали существен-
но зависит от скорости переноса воздушной массы атмосферы в регионе, это особенно
заметно из кривых рис. 2.

Рис. 3 Распределение 𝜃(𝑥, 𝑡)в различные моменты времени при 𝜇𝑥 = 4 и 𝑈 = 1.5.
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Рис. 4 Распределение 𝜃(𝑥, 𝑡)в различные моменты времени при 𝜇𝑥 = 5.5 и 𝑈 = 2.5.

Рис. 5 Распределение 𝜃(𝑥, 𝑡)в различные моменты времени при 𝜇𝑥 = 1 и 𝑈 = 0.5.

На рисунках 3-5 приведены результаты численных расчетов на основе полученно-
го аналитического решения задачи в зависимости от изменения скорости воздущного
потока 𝑈 и коэффициента диффузии 𝜇𝑥.

Как видно из кривых рис. область распространения загрязняющих веществ суще-
ственно зависит от скорости переноса воздушной массы атмосферы. Область рассеи-
вания загрязняющих веществ, пропорционально растет с ростом скорости воздушной
массы атмосферы. Анализ численных расчетов показали, что при больших значени-
ях скорости потока воздушной массы атмосферы процесс рассеивания загрязняющих
веществ в приземном слое атмосферы происходит только за счет конвективного пере-
носа частиц. Исходя из выше указанного, можно сделать вывод о том, что на основе
анализа прогнозные данные скоростей воздушной массы атмосферы достаточно при
постановке задачи. Можно решать уравнения конвективного переноса частиц соот-
ветствующим им начальные и краевые условия.
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Рис. 6 Распределение 𝜃(𝑥, 𝑡)в различные моменты времени при 𝜇𝑥 = 2 и 𝑈 = 3.

Рис. 7 Распределение 𝜃(𝑥, 𝑡) для различных 𝜇𝑥, при 𝑈 = 1 и 𝑡 = 1.

Рис. 8 Распределение 𝜃(𝑥, 𝑡) для различных 𝜇𝑥, при 𝑈 = 2 и 𝑡 = 0.7.
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Рис. 9 Распределение 𝜃(𝑥, 𝑡) для различных 𝜇𝑥, при 𝑈 = 1.5 и 𝑡 = 1.5.

Рис. 10 Распределение 𝜃(𝑥, 𝑡) для различных 𝜇𝑥, при 𝑈 = 2.5 и 𝑡 = 3.

Рис. 11 Распределение 𝜃(𝑥, 𝑡) для различных 𝜇𝑥, при 𝑈 = 0.5 и 𝑡 = 2.

Проведенный анализ численных расчетов показали, что (кривых рис.8-11) при
умеренной скорости воздушного потока на процесс распространения загрязняющих
веществ, воздействует коэффициент диффузии аэрозольных примесей в атмосфере.
В таких случаях для прогнозирования загрязняющих веществ в атмосфере доста-
точно можно решать уравнения диффузии соответствующими краевыми условиями.
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Из кривых рис. 12-15 видно, что как влияет на перенос загрязняющих веществ
в приземном слое атмосферы скорость воздушной массы атмосферы. С ростом ско-
рость массы атмосферы процесс переноса загрязняющих веществ, происходит по на-
правлению скорости ветра.

Рис. 12 Распределения 𝜃(𝑥, 𝑡)для различных скоростей 𝑈 , при 𝜇𝑥 = 1 и 𝑡 = 0.5.

Рис. 13 Распределения 𝜃(𝑥, 𝑡)для различных скоростей 𝑈 , при 𝜇𝑥 = 1 и 𝑡 = 0.9.

Рис. 14 Распределения 𝜃(𝑥, 𝑡)для различных скоростей 𝑈 при 𝜇𝑥 = 5.5 и 𝑡 = 1.5
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Рис. 15 Распределения 𝜃(𝑥, 𝑡)для различных скоростей 𝑈 при 𝜇𝑥 = 4 и 𝑡 = 2.5.

Рис. 16 Изменение концентрации вредных веществ в приземном слое в зависимости от
реального изменения скорости ветра в сутке при мощности источника 𝑀 = 20; 𝑥 = 20км.

Рис. 17 Изменеие концентрации вредных веществ в приземном слое в зависимости от ре-
ального изменения скорости ветра в сутке при мощности источника 𝑀 = 50; 𝑥 = 20км.
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Рис. 18 Изменеие концентрация вредных веществ в приземном слое в зависимости от ре-
ального изменения скорости ветра в сутке при мощности источника 𝑀 = 20; 𝑥 = 20км.

Рис. 19 Изменеие концентрации вредных веществ в приземном слое в зависимости от ре-
ального изменения скорости ветра в сутке при мощности источника 𝑀 = 10; 𝑥 = 20км.

На рис. 16-19 приведены результаты численных расчетов в зависимости от сутеч-
ного изменения скрости потока воздущной массы атмосферы. Как выдно из кривых
рис. 16-19 концентрация загрязняющих веществ со временем изменяются в зависи-
мости от реальных скоростей ветра и при увеличение скорости ветра концентра-
ция загрязняющих веществ уменьшается, и наоборот, при уменьшение скорости вет-
ра растет концентрация вокруг источника. Так как, динамика изменения скорости
ветра в сутках, процесс переноса и диффузии загрязняющих веществ в атмосфере,
соответственно, изменяется по разному (рис. 16-19). Когда скорость ветра растет,
концентрация загрязняющих веществ, пропорционально уменьшается в приземном
слое атмосферы, а область за действия концентрация растет. Анализ численных рас-
четов показали, что с ростом мощности источника загрязняющих веществ, растет
их концентрация в атмосфере, а при приближении скорости ветра к нулю (штиль)
происходит накопление концентрации загрязняющих веществ вокруг источника. В
таких случаях распространение загрязняющих веществ, происходит за счет диффу-
зионного эффекта.
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3 Выводы
Численными расчетами установлены, что при штиле процесс распространения

загрязняющих веществ в атмосфере происходит за счет диффузионного переноса
их в атмосфере. В таких случаях для прогнозирования загрязняющих веществ в
атмосфере достаточно решать уравнения диффузия и им соответствующие краевые
условия.

Проведенные вычислительные эксперименты показали, что с ростом мощности
источника растет концентрация загрязняющих веществ вокруг источника с прибли-
жением скорости воздушного потока к нулю.

Концентрация загрязняющих веществ в приземном слое атмосферы со временем
изменяется в зависимости от реальных скоростей ветра. При увеличении скорости
ветра не наблюдается накопление концентрации загрязняющих веществ вокруг ис-
точника, а область распространения их со временем увеличивается.

Всесторонний анализ проведенных численных расчетов показало, что для моде-
лирования процесса переноса и диффузии загрязняющих веществ, приземного слоя
атмосферы на основе прогноза скоростей ветра по трем направлениям и орография
рассматриваемого региона можно разработать математическую модель с учетом или
без учета переноса субстанции. Когда скорость воздушной массы атмосферы превос-
ходит критическое значение, можно рассмотреть распространение субстанции только
за счет эффекта переноса их в атмосфере. При случаях, когда скорость ветра при-
ближается к нулю, так как распространение загрязняющих веществ в приземном
слое атмосферы происходить за счет диффузии, можно отбрасывать в уравнениях
члены описывающие процесс переноса субстанции в атмосфере. Надо отметить, что
воспользуюсь данной методологией можно сократить время расчета и уменьшить
число арифметических действий при решении поставленной задачи.
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Numerical calculations have established that during calm, the process of spreading
pollutants in the atmosphere occurs due to their diffusion transfer in the atmosphere. In
such cases, to predict pollutants in the atmosphere, it is sufficient to solve the diffusion
equations and their corresponding boundary conditions.

The computational experiments carried out showed that with an increase in the power
of the source, the concentration of pollutants around the source increases with the ap-
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proach of the air flow velocity to zero. The concentration of pollutants in the surface
layer of the atmosphere change over time depending on the actual wind speeds. With an
increase in wind speed, there is no accumulation of concentrations of pollutants around
the source, and their distribution area increases with time. A comprehensive analysis of
the numerical calculations performed showed that in order to model the process of trans-
fer and diffusion of pollutants in the surface layer of the atmosphere based on the forecast
of wind speeds in three directions and the orography of the region under consideration,
it is possible to develop a mathematical model with or without taking into account the
transfer of substance.
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