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ВЕРХНЯЯ ОЦЕНКА НОРМА ФУНКЦИОНАЛА ПОГРЕШНОСТИ  КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛ 

В ПРОСТРАНСТВЕ 2 ( )
m

nL K . 

 

Озоджон ЖАЛОЛОВ 

БухГУ,  доцент кафедры 

«Информационные технологии» 

 

В настоящей работе получена  верхняя оценка норма функционала погрешности  кубатурных 

формул в пространстве 2 ( )
m

nL K . Такая же оценка ранее была получена для нормы функционала 

погрешности кубатурной формулы (1) над фактор пространством С.Л.Соболева 
   2

m

nL K  и в 

результате мы получим одинаковый порядок сходимости к нулю при N  , но хотя норма 

функции определена разными. 

Ключевые слова: кубатурная формула, весовая кубатурная формула, обобщённая функция, 

функционалом погрешности. 

In this paper in the space 2 ( )
m

nL K  received an upper estimate for the norm of the error functional 

of cubature formulas. The same estimate was previously obtained for the norm of the error functional of the 

cubature formula (1) over the factor space of S. L. Sobolev 
   2

m

nL K  and as a result we get the same order 

of convergence to zero for N  , but although the norm of the function is defined different. 

Key words: cubature formula, weight cubature formula, generalized function, functional errors. 

 

Современная постановка проблемы оптимизации формул приближённого интегрирования 

заключается в минимизации нормы функционала погрешности формулы на выбранных 

нормированных пространствах, например [1] – [4]. 

В этих работах исследуется проблема оптимальности относительно некоторого 

определённого пространства. Большинство из них рассмотрены в пространстве Соболева [1]. 

Многомерные кубатурные формулы отличаются от одномерных двумя особенностями: 

1) бесконечно разнообразны формы многомерных областей интегрирования; 

2) быстро растёт число узлов интегрирования с увеличением размерности пространства. Проблема 2) 

требует особого внимания к построению наиболее экономных формул. 

В настоящей работе рассматриваются формулы именно с учётом этого требования. Как 

известно, что выражением Н.С. Бахвалова такие формулы называется “практичные формулы” [5] 

    Пусть ( )B    - пространство Банаха, компактно вложенное в ( )C  , *( )B   сопряжённое к 

( )B   пространство. Интеграл от функции по области  : 

      f x dx x f x dx


   

является линейным функционалом над B. Его приближённое выражение 

 
       

1 1

N N

c f x c x x f x dx
 

 

 


 

     

будет некоторым другим функционалом. 

        Линейным функционалом является и погрешность кубатурной формулы. 

                 
1 1

,
N N

x f x dx c f x x c x x f x dx x f x
 

 

 

   

 

 
      

 
  

где        
1

N

x x c x x






 



    - обобщённая функция которая называется функционалом 

погрешности кубатурной формулы 
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     
1

N

f x dx c f x






  

и  x  - функция Дирака,  x  - индикатор области  . 

c  и 
 

x


 - коэффициенты и узлы кубатурной формулы. 

В настоящей работе рассмотрим  кубатурную формулу 

     
1

n

N

K

f x dx c f x






                        (1) 

над пространством 
   2

m

nL K ,   где 
nK  - n  - мерный единичный куб.  

Кубатурной формулы (1) сопоставим обобщённую функцию 

       
1

n

N

N Kx x c x x






 


   ,                          (2) 

и назовём её функционалом погрешности. 

Определение. Пространства 
   2

m

nL K  - определяется как пространство функций заданных 

на n  - мерном единичном кубе. 

nK  и имеющих обобщённые производные порядка m , суммируемые с квадратом в норме 

      
 

1 2

1
2 2

2

1 2 ... n

n

m
m

n mm m

K

f x
f x L K dx

x x x

   
   

     
 ,                       (3) 

со скалярным произведением 

        
   

2,

n

m m
m

n m m

K

f x x
f x x L K dx

x x




   
   

   
 , 

где 1 2

1 2 ... nmm mm

nx x x x      
1 2 ... nm m m m   ,

1 2... ndx dx dx dx . 

  Как известно [1], что норма функции в пространстве 
   2

m

nL K  - определяется формулой: 

         

1

2
2

2

!

!
n

m

n

mK

m
f x L K D f x dx



 

  
  
  
 ,          (4) 

где 
1 2 ... n      ,  1 2! ! ! ... !n        и    

 
1 2

1

1 2

,...,

... n

n

n

f x x
D f x

x x x





 



  

. 

Пусть в (4) положим 2n   и 2m  , тогда отсюда получим, что 

   
1 2

1 22

2 2
2

2 2 1 2

! 2!

! ! !

m

m
mK K

f x f xm
dx dx

x x x


 
      

    
    

     
     

     

2

2 2 2
2 2 2

2 2

2 1 2 1

2!

1! 1!
K

f x f x f x
dx

x x x x

        
        

           
 .                    (5) 

При 2n   и  2m   равенство (3) принимает следующий вид 

      
 

1 2

2

2
2

2
2

2

1 2

n m m

K

f x
f x L K dx

x x

 
  

  
 .             (6) 
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Очевидно, что для правая часть (6) меньше вычислений  чем (5) и отсюда следует, что для 

нормы функции в пространстве 
   2 2

m
L K  количество вычислительных операций будет гораздо 

меньше чем в пространстве 
   2

2 2L K , так как в норме (6) участвует только смешенные 

производные. 

Теперь докажем следующую теорему который является основным результатом. 

Теорема.   Если для функционала погрешности (2) весовой кубатурной формулы (1) над 

пространством 
   2

m

nL K  выполняется условие  

       
1 21 2 ...

nN N N N nx x x x         

и 

      2

1
0,1i

i i

m

N i i m

i

x L c
N

 , 
ic   константы,                                      (7) 

т.е. 

       2 0,1i i

i

m m

N i ix L c O h


 ,     
ic   константы, 1,i n ,                    (8) 

то 

     2

1

1

i

m

N n n
m

i
i

x L K c

N





 



,  c – константа,                                         (9) 

или 

       2

m m

N nx L K c O h


                            (10) 

где       
1

i

i

i i i

i

N

N i K i i ix x c x x






 


    

1

n

i
i

c c


 , 1 2 ... nm m m m     и 
im  - произвольны  1,i n  т.е. 0 im m   

Доказательство ведём методом математической индукции. 

Пусть 2,n   тогда 

 1 2,x x x , 
1 2    , 1 2m m m  , 1 2dx dx dx ,    1 2,f x f x x ,  

     
1 21 2N N Nx x x  . 

 Если полагать в (3) 1n   то, получим 

     
 

1
2 21

2

0

0,1
i

i

i

m

m i

i im

i

f x
f x L dx

x

   
   

   
 ,  1,i n .     

Таким образом, имеем 

       

             

2

2 2

2 1

1 2 1 2 1 1 2

2 2 1 1 2 2

, , , ,

0,1 , , 0,1

N N

m m

N N

x x f x x x f x x

x L x f x x L
 

     

  
                                (11) 

Вычислим следующую норму: 

           
2

2

1 12

1
2 21

1 1 2 2 1 1 2 2

20

, . 0,1 , ,
m

m

N Nm
x f x x L x f x x dx

x

  
      

  
  
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   
2

1 2

1
2 21

1 1 2 2

20

, ,
m

N m
x f x x dx

x

  
    

  
   

           
2

1 1

1 2

1
2 2

1

1 2 1 2 2 2

20

0,1 , 0,1
m

m m

N m
x L f x x L dx

x


   
    

    

  

       
1 2

1 1 2

1

2 21 1

1 2 1 2 1 2

1 20 0

0,1 ,
m m

m

N m m
x L f x x dx dx

x x


      

      
       

   

           1

1 1 2 2 20,1
m m

N x L f x L K


  , где  
1 2( , )x x x   и  

1 2m m m  .      (12) 

Таким образом, из (11) и (12) получим 

         2

21 2 1 2 2 2, , , 0,1
m

N Nx x f x x x L


     

           
1 1 2 2 20,1

m m

N x L f x L K


  ,                             (13) 

Имея в виду (3) из (13) получим 

   2 2( )
m

N x L K


      1

1 1 2 0,1
m

N x L


      2

2 2 2 0,1
m

N x L


,                       (14) 

Учитывая (7) из (14) имеем 

     
1 2

2 2 1 2

1 2

1m

N m m
x L K d d

N N



  


 

т.е. 

         1 2

2 2 3

m m m

N x L K d O h O h


  ,                    (15) 

где 
3 1 2d d d   

При n k  имеем [6] 

       1 2 1 2, , ,..., , , ,...,N N k nx f x x x x f x x x       

         
1 2 11 2 1 1 2, ,... , , , ,..., ,...,

k kN k N k N N kx x x x f x x x
         

           1

12 1 20,1 0,1 ...k k

k k

m m

N k N kx L x L
 



    

       1

1 1 1 2 2, , ,..., 0,1
m

N kx f x x x L


   

     2 0,1 ...k

k

m

N kx L


      1

1 1 2 1 .
m

N x L x


     2

m

kf x L K .                       (16) 

Из (16) учитывая (3) имеем 

     2

m

N kx L K


      1

1 1 2 0,1 ...
m

N x L


     2 0,1k

k

m

N kx L


                (17) 

Тогда имея  в виду (7) из (17) получим 

     
1 2

2

1 2

1

... k

m

N k mm m

k

x L K d
N N N






                    (18) 

или учитывая (8) из (18) имеем 
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         1

2 ... k
m mm

N kx L K d O h O h


  ,                 где 
1

k

i
i

d d


  

Используя из справедливость утверждения теорема  при n k  докажем, что утверждение 

выполняется при 1n k  .  Таким образом, пусть 1n k  , тогда учитывая (3) из (17) имеем 

   
1 1 2 1 1 2 1, ,..., , , ,...,

kN k kx x x f x x x
      

         
1 2 11 2 1 1 2 1, , ,... , , , ,..., ...

k kN N N k N k kx x x x f x x x
            

     1

1 1 2 0,1 ...
m

N x L


      2 0,1k

k

m

N kx L


 

       1

1 1 1 2 1 2, , ,..., 0,1k

k

m

N k kx f x x x L 

                                (19) 

Имея в виду (3) и (17) из (19) получим 

     2 1

m

N kx L K


       
1 1 2 0,1 ...km

N x L


 

     2 0,1k

k

m

N kx L


       1

1 1 2 0,1k

k

m

N kx L




 
,                   (20) 

Используя (7) из (20) имеем 

     2 1

m

N kx L K


 
11 2

1 2 1

1

... kmm m

k

d
N N N 


,                    (21) 

или учитывая (15) и (21) получим 

     2 1

m

N kx L K


     11 ... kmm
d O h O h  ,               где 

1

1

k

i
i

d d



  . 

В заключение отметим, что таким образом получим неравенство (9) и (10), 

т.е. 

      2

m

N nx L K



1 2

1 2

1

... nmm m

n

d
N N N

, d  константа.                (22) 

Или учитывая (8) из (22) имеем 

         1

2 ... n
m mm

N nx L K d O h O h


             (23) 

где 
1

n

i
i

d d


 .       Так как        1 21 ...
... ,n nm m m mm mO h O h O h O h

  
   то из (23) получим 

        2

m m

N nx L K d O h


  ,     d  константа,         (24) 

что и требовалось доказать. 

Таким образом мы получили оценку сверху для нормы функционала погрешности (2) 

кубатурной формулы (1) в пространстве 
   2

m

nL K


. 

Такая же оценка ранее была получена для нормы функционала погрешности кубатурной 

формулы (1) над фактор пространством С.Л.Соболева 
   2

m

nL K  и в результате мы получим 

одинаковый порядок сходимости к нулю при N  , но хотя норма функции определена разными, 

это подтверждается неравенством (24). 
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