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УДК 517.87  

ОПТИМАЛЬНАЯ КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА ТИПА ЭРМИТА В 

ПРОСТРАНСТВЕ СОБОЛЕВА 
( ) ( )2 1

m
W T  

1Жалолов И.И., 1Жалолов И .Ф., 2Нематова Ҳ.Э. 

Национальный университет Узбекистана 

Уцительница №19 школы Бухарского района 

 

         Построение квадратурных формул, начата в работах А.Сарда [1] и .М.Никольского 

[2], для кубатурных формул С.Л.Соболева [3]. 

Рассмотрим квадратурную формулу типа Эрмита  

                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1

0 1

1
m N

T

f x dx c f x
   


 

−

= =

 − ,                            (1) 

с функционалом погрешности   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1

0 1

m N

N Tx x c x x
   


 

 
−

= =

= − −                                                                       (2) 

в пространстве С.Л.Соболева ( )( )12

~
TW m , где соответственно 

( )c


  и ( )x  являются  

произвольными коэффициентами и узлами квадратурной формулы (1), ( ) ( )( )12

~
TWxf m , 1T  - 

одномерный тор, т.е. окружность длины равной единицы , ( )
1T x −  характеристическая 

функция 
1T , а ( )x  - дельта функция Дирака и   - порядок производных. 

Определение . Пространство ( )( )12

~
TW m  - определяется как пространство функций заданных 

на одномерном торе 
1T  и имеющих все обобщенные производные порядка m  

суммируемые с квадратом в норме [1] 
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 ( )( ) ( ) 




+













=

0

2
2

2

2

12 2
~

1
k

k

m

T

m fkdxxfTWf  .                                       (3) 

   Задача построения оптимальных квадратурных формул над пространством Соболева 
( )( )12

~
TW m  - это вычисление следующей величины: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( )
2 1

, 0
2 1

,
inf sup

Nm

N m
c x f x

f
W T

f W T
 









 
= ,                                        (4) 

где 
( ) ( )12

~
TW m



 - сопряжённое пространство к пространству ( )( )12

~
TW m . 

   Для оценки погрешности квадратурной формулы необходимо решить следующую 

задачу. 

  Задача 1. Найти норму функционала погрешности (2) данной квадратурной формулы. 

Далее, чтобы построить оптимальную квадратурную формулу, необходимо решить 

следующую  

   Задача 2. Найти такие значения 
( )c


  и ( )x , чтобы выполнялось равенство (4). 

   В настоящей работе имеется решением первой и второй задач для квадратурной 

формулы типа Эрмита вида (1).  Справедлива следующая 

Теорема 1. Квадрат нормы функционала погрешности (2) квадратурной формулы типа 

Эрмита вида (1) над пространством ( )( )12

~
TW m  равен 

( ) ( ) ( ) ( )
2

12

2 1

0 1

1
m N

m

N W T c
 


 

 −

= =

= − +
( )

( ) ( )
2

1
2

0 1

2 2
0

(2 )
1

2

m N
ikx

m m
k

c i k e

K

   


 





−

= =




 ,                                 (5)                                    

где 
( )c


  - коэффициенты, ( )x  - узлы квадратурной формулы (1) .   

Основным результатом настоящей работы является  

Теорема 2. Оптимальная  квадратурная формула типа Эрмита вида (1) в периодическом 

пространстве ( )( )12

~
TW m , при  4m =  ( )0,1,2,3 =  имеет равноотстоящие узлы  

( )

N
x

 = ,  

N,...,2,1=    и  равные коэффициенты   1c  = 2c  = … =  Nc  = 0c ,  
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0 1

1 2 ... Nc c c c= = = =  и 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 0 2

1 2 ... Nc c c c= = = = , 
( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 0 3

1 2 ... Nc c c c= = = =  который выражаются формулой 

( )

4
0 0

2

84 4 8 68
0 0 0 0

1

1 1 1 1 1

2

k

k k k k

k
c

N
k k k kN



   

=
   
 + −       



   

,     
( )10c =0                     и 

( )

( )
( )

6
20 0

2

2 3

84 4 8 68
0 0 0 0

1

1 1 1 1 1
2

2

k

k k k k

k
c

N
k k k kN






   

=
   
 + −       



   

     ,  
( )30c =0                                             (6) 

Доказательство.  При  4m = , т.е 0,1,2,3 =  (5) принимает следующий вид 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
2

2 1

1

2

2 2 1 32 2 2 2 3 3 2

1 1 1 1

8 8
0

1

2 (2 ) (2 )
1

2

N
m

N

N N N N
ix ix ix ix

k

W T c

c e k c e i k c e i k c e

k

   






   
   

   

  





=

= = = =



 
= − + 
 

− + +

+



   


                  (7) 
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После  некоторых преобразований в равенстве (7) получим  ( ) ( ) ( )
2

2 1

m

N W T




=
2

1

1
N

c
=

 
− 

 
 +

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2 1 1 3 3' 2 2 2 ' 2 ' 2 3 3 ' 2

1 1 1 1 1 1 1 1

8 8
0

(2 ) (2 ) (2 )
1

2

N N N N N N N N
ikx ikx ikx ikx

k

c c e k c c e i k c c e i k c c e

k

   
   

       
       

  



= = = = = = = =



       
− + +       

       
+

       


        (8) 

где  

1

N

c
c

c





 =

 =



 ,  ( )
( )

( )

1
1

1

1

N

c
c

c





=

 =



 и  ( )
( )

( )

2
2

2

1

N

c
c

c





=

 =



 , ( )
( )

( )

3
3

3

1

N

c
c

c





=

 =



                                                                    (9) 

Очевидно что      '

1

1
N

c
=

=  , ( )' 1

1

1
N

c
=

=   и   ( )' 2

1

1
N

c
=

=  , ( )' 3

1

1
N

c
=

=                                       (10) 

Учитывая (9) и (10)   равенство  (8)  перепишем в  виде  

( ) ( ) ( )
2

2 1

m

N W T




=
2

1

1
N

c
=

 
− 

 
 +

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 2 2

2 2 1 1 3 3' 2 2 2 ' 2 ' 2 3 3 ' 2

1 1 1 1 1 1 1 1

8 8
0

(2 ) (2 ) (2 )

1

2

N N N N N N N N
ikx ikx ikx ikx

k

c c e k c c e k c c e k c c e

k

   
   

       
       

  


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
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 − + −                           

+

       


  (11)  

   Обозначая левую часть (11) через   
1

1

N

c x
=

=  ,  ( )1
2

1

N

c x
=

=  ,  ( )2

3

1

N

c x
=

=  и ( )3

4

1

N

c x
=

= , 

после некоторых преобразований равенство (11) перепишем полинома второй степени по 

1x , 2x  , 3x  и 4x  

( ) ( ) ( )
2

2 1

m

N W T
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x c e k x c e k x c e k x c e

k

   
   

   
   

  



= = = =



      
− + −      

      
   


.                  (12) 

или 

( ) ( ) ( )
2

2 1

m

N W T


 =

( ) ( ) ( ) ( )

2

' 2 2' 2 ' 2
2

12 1 1
1 1 38 8 6 6

1 0 0

1 1
1 2

(2 ) (2 )

N N N
ikx ikx ikx

N

k k

c e c e c e

c x x x
k k

    
  

  


  

= = =

=  

 
 

   − + − + 
 

  
    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 1 3' 2 ' 2 ' 21 3' 2 ' 2

1 1 12 2 21 1
3 2 2 4 44 4 6 6 4 4 2 2

0 0 0 0

1 1 1 1
2

(2 ) (2 ) (2 ) (2 )

N N NN N
ikx ikx ikxikx ikx

k k k k

c e c e c ec e c e

x x x x x
k k k k

      
   

   

   

= = == =

   

     
     
     + + − +

   
   

 (13)   

Имея ввиду условия  (10) в равенстве (13) используя  результаты работы [4] 

получим 

( ) ( ) ( )
2

2 1

m

N W T




=
2

2

1 1 38 8 6 6
1 0 0

1 1 1 1
1 2

(2 ) (2 )

N

k k

c x x x
N k N k


  =  

 
− + − + 

 
    

2 2 2

3 2 2 4 44 4 6 6 4 4 2 2
0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1
2

(2 ) (2 ) (2 ) (2 )k k k k

x x x x x
N k N k N k N k      

+ + − +                                         ( 14) 

Здесь мы учитывали , что суммы 

 

             

( )
2

' 2

1

8
0

N
ikx

k

c e

k





=




  ,   

( ) ( )
2

2 2

1

6
0

'
N

ikx

k

c e

k





=




    и      

( ) ( )
2

1' 2

1

4
0

N
ikx

k

c e

k





=




 ,

( ) ( )
2

3' 2

1

2
0

N
ikx

k

c e

k





=




  

достигает своего наименьшего значения, равного соответственно 

                     
8 8

0

1 1

kN k

 ,
6 6

0

1 1

kN k

   и   
4 4

0

1 1

kN k

  , 
2 2

0

1 1

kN k

   

когда узлы  
( )x


 квадратурной формулы (1) равноотстоящие и все  
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коэффициенты 'c  равны между собой , т.е. 

' 1
c

N
 = , 

( )' 1 1
c

N
 = , 

( )' 2 1
c

N
 = , 

( )' 3 1
c

N
 =  и  

( ) , 1,x N
N

 
= = .                                                (15) 

Теперь правую часть (14) будем рассматривать , как функцию от четырех переменных 1x ,

2x , 3x , 4x  и обозначим ее через  ( )1 2 3 4, , ,y x x x x , т.е. 

( )1 2 3 4, , ,y x x x x =
2

2

1 1 38 8 6 6
1 0 0

1 1 1 1
1 2

(2 ) (2 )

N

k k

c x x x
N k N k


  =  

 
− + − + 

 
  

2 2 2

3 2 2 4 44 4 6 6 4 4 2 2
0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1
2

(2 ) (2 ) (2 ) (2 )k k k k

x x x x x
N k N k N k N k      

+ + − +                                     (16) 

Тогда из необходимого условия экстремума из (16) получим систему уравнений с четремя  

неизвестными   1x , 2x  и 
3x ,

4x . 

( )
1

'

1 2 3 4, , ,xy x x x x = ( )12 1 x− − +
1 38 8 6 6

0 0

2 1 1 1
2 0

(2 ) (2 )k k

x x
N k N k  

− =   

( )
2

'

1 2 3 4, , ,xy x x x x =
2 46 6 4 4

0 0

1 1 1 1
2 2 0

(2 ) (2 )k k

x x
N k N k  

− =   

( )
3

'

1 2 3 4, , ,xy x x x x =
1 36 6 4 4

0 0

2 1 1 1
2 0

(2 ) (2 )k k

x x
N k N k  

− + =                                                      (17) 

( )
4

'

1 2 3 4, , ,xy x x x x =
2 44 4 2 2

0 0

2 1 1 1
2 0

(2 ) (2 )k k

x x
N k N k  

− + =          

 

После некоторых упрощений из (17) получим  

1 38 8 6 6
0 0

1 1 1 1
1 1

(2 ) (2 )k k

x x
N k N k  

 
+ − = 

 
  ,     

2

2 46 4
0 0

6
0

1 (2 ) 1

1
k k

k

N
x x

k k

k



 



= 


,                                                                                               

2
2

4 2 4
0 0

6
0 4

1 (2 ) 1
(2 ) 0

1
k k

k

N
x N

k k

k




 



 
 

− = 
 
  

 


, 4 0x = , 2 0x = , 

( )
3 1 6

2 0
4

0

1 1

1
2 k

k

x x
k

N
k

 



= 


.                            (18)         

Решая систему (18) и  введя  некоторые преобразование , последовательно находим  1x , 2x ,

3x  и 4x   т.е. 

( )

4
0

1 2

84 4 8 68
0 0 0 0

1

1 1 1 1 1

2

k

k k k k

k
x

k k k kN



   

=
   
 + −       



   

,                          2 0x =  

  и 

( )
( )

6
0

3 2

2 2

84 4 8 68
0 0 0 0

1

1 1 1 1 1
2

2

k

k k k k

k
x

N
k k k kN






   

=
   
 + −       



   

 ,               4 0x =                                          (19) 

Пусть  ' 1
c

N
 =

  ,   ( )' 1 1
c

N
 =  и 

( )' 2 1
c

N
 = , ( )' 3 1

c
N

 = ( )1, N =  

тогда из  (8) и (15) следует , что  
0

1 2 ... Nc c c c= = = =  ,  
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0 1

1 2 ... Nc c c c= = = =  и  
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 0 2

1 2 ... Nc c c c= = = = , 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 0 3

1 2 ... Nc c c c= = = = .                 

Отсюда следует, что  
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0

1

1

N

x c Nc
=

= =  ,  ( ) ( )1 0 1

2

1

N

x c Nc
=

= =   и ( ) ( )2 0 2

3

1

N

x c Nc
=

= =  ,  ( ) ( )3 0 3

4

1

N

x c Nc
=

= = .           (20) 

Подставляя (19)  в  (20) находим оптимальные коэффициенты квадратурных формул типа 

Эрмита вида  (1), т.е. получим доказательство теоремы.  
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УДК 517.518.644  

АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ОПТИМАЛЬНОЙ КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЫ В 

ПРОСТРАНСТВЕ ХЁРМАНДЕРА  ( )2H R
 

Шадиметов Х.М.,  Жалолов Ик.И. 

Ташкентский государственный транспортный университет. 

 

Настоящая работа посвящена нахождением в явном виде оптимальных 

коэффициентов весовых квадратурных формул в пространстве Хёрмандера  ( )2H R
  при   

1,2m = . 

Определение. Пространство ( )2H R
определяется как замыкание бесконечно 

дифференцируемых функций, заданных в R  и убывающих на бесконечность быстрее 

любой отрицательной степени в норме (см. [1,2]) 

  
1/2

2
1 2 /2

2( ) ( ) = (1 ) ( ) ( ) .mf x H R F y F f x y dx


−

−

 
 +   

 
                                                

(1) 

Имеется следующая теорема из работы [4], которая используется в дальнейшем 

Теорема 1. Функция ( )mu h  имеет вид  

 
=0

[ ] = [ ], [0,1], [ ] ( ), [0,1]
N

m

h m mu f h C h h h


       


 − 


 .                                           

(2) 

где 
1

0

[ ] = ( ) ( ) .m mf p y h y dy   −                                                                                                  (3) 
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1
2

2 2
=

exp( 2 ) (2 2)! (4 )
( ) = exp2 (1 ) = | | .

2 ( 1)! ! ( 1)!

km
m k

m m
k o

x m k
x iyx y dy x

m k m k

  
 

 −

−

−

− − − 
+

 −  − −
   (см. [3])                  

(4) 

При вычислении коэффициентов [ ]C   нам необходимо знать конкретные значения 

( )mu h  при [0,1]h  . Как видно из (2), из вида функции ( )mu h  невозможно определить 

конкретные значения ( )mu h , при [0,1]h  , так как в нем участвуют 1N +  неизвестные 

[ ]C  , конкретные значения ( )mu h  будут определены в ходе вычисления коэффициентов 

[ ]C  , когда будет известна функция [ ]m

hD  . 

Построен оператор  ( )mD h  в случае  m=2 в работе [4] и с этой работы известно, что   

Задача 3B .  Найти решения уравнения 

( ) ( )  2 2 0, 0,1D h u h h   =                                                                                             (5) 

в виде 

( )

( )
 

( )

2

1 2

2 2

2

1 2

, 0

, 0

,

h

h

a a h

u h f N

a a h N

 

 

 

  

 

− −

− + +

 + 


=  


+ 

.                                                                      (6) 

Неизвестные  
1 2 1 2, , ,a a a a− − + +    можно найти из уравнения (5),используя функцию 

( )2 .D h Тогда явный вид функции ( )2u h  и коэффициенты  C
 может быть 

найдены. Таким образом задача 3B  и соответственно задачи 2B  и 1B   может быть решены 

(см. [1,4]). 

Рассмотрим квадратурную формулу вида  

 
1

=00

( ) ( ) ( ),
N

p x f x dx C f x 


                                                                                                             

(7) 

с функционалом погрешности  

[0,1]

=0

( ) = ( ) ( ) ( ).
N

Nl x x p x C x x 


 − −                                                                                     (8) 

где C
--коэффициенты, x --узлы квадратурной формулы, [0,1]x  , ( )p x --

интегрируемая функция, 
2( ) ( )f x H R . Здесь 

[0,1]( )x --индикатор отрезка [0,1], ( )x --

дельта- функция Дирака. 

Теорема 2. Оптимальные коэффициенты  квадратурных формул (7) который 

минимизирует норму функционала погрешности (8)  с равно расположенными узлами в 

пространстве Хёрмандера ( )2H R
 при  2m =   имеют следующий вид   

 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1
2 1 2 2 1 2 1 1 2 1

01

2 1
2 1 2 1 2 1 2 1 1 2

01

2 1

2 1 2 1 2

1 1 1 , 1, 1

0 1 , 0

1 1 1 1

N
N

N
h N

h

A
Af h A f h f h f h T T N

A
C Af A f h a a h f h T T

Af A f h a a h

   



 





       


     


− −

=

− − −

=

− + + +

   
 + + − + + + + + = −   

   

    = + + + − + + + =   
   

 + + − + + +
 





( )1
1 2 1 1 2

01

,
N

N NA
f h T T N



   


−

=









    + + + =     



   

где  

( )

( )

2
1 1

1 2 22 2
1 1

0 h

h h

f he
T a

e e



 

 

 

−= −
− −

,                                                                                              (9)  
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( )

( )

2 2
1 1

2 2 22 2
1 1

1 h

h h

f e he
T a

e e

 

 

 

 

−
+= +

− −
,                                                                                             (10)                          

 
1a− , 

1a+ , 
2a−  и 

2a+  определяются из (5) 

Доказательство. С начало  найдем два неизвестных  
1a−  и 

1 .a+  

Из (3) и (6)  при  0 =  и N =   получим  ( ) ( )2 2 10 0 .u f a−= =         отсюда  

( )1 2 0a f− = , ( ) ( ) ( )2 20f p y y dy=                                                                                       (11) 

и 

               ( ) ( ) ( )2

2 2 1 21 1u f a a− + += = + , т.е 

( )2

1 2 21a f a+ += − , ( ) ( ) ( )2 21 1f p y y dy= − .                                                                        (12)   

Теперь имеем два неизвестных  
2a+  и  

2a− . Эти неизвестные найдем из  (5)  когда  1 = −  и  

1N = + . Учитывая равенство  (6)  из  (5)  имеем 

( ) ( )2 2D h u h  = ( ) ( ) ( )( )
1

2 2

2 2 2 1 2

h hD h h u h D h h a a h   

 

     
 −

− −

=− =−

− = − + +   

( ) ( ) ( )( )2 2

2 2 2 1 2

0 1

0,
N

h h

N

D h h f h D h h a a h   

 

     


+ − + −

= = +

+ − + − + =                                        

(13) 

                                                                          

где      <0 и   >N. 

Преобразуя  (13)  получим 

   ( )( ) ( ) ( )2 2

2 1 2 2 2

1 0

N
h hD h h a a h D h h f h   

 

     


− − − −

= =

+ − + − +   

+ ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 2

2 1 2

1

0,
h N h N

D h h N a a h N
   



  


− + − ++ +

=

− + + + =                                                            

(14)   

отсюда при     1 = −  и  1N = +    получим  систему для   
1 2 1 2, , ,a a a a− − + + : 

- ( )( ) ( )( )( )2 2 2

2 2 2 2

1 1

h ha D h h h a D h N h h    

 

   
 

− − + − −

= =

− + + + =   

- ( ) ( ) ( ) ( ) 2

2 2 2 2

0 1

0
N

hD h h f h f D h h  

 

  


−

= =

+ − − −  ( ) ( )( )2 2 2

2 2

1

1 .hf D h N h
   






− −

=

+ +           

(15) 

 ( )( )( ) 2

2 2

1

ha D h N h h  



  


− −

=

+ + + ( )( )2 2

2 2

1

ha D h h h  



 


+ − −

=

− =  

- ( )( ) ( )2 2

0

1
N

D h N h f h


 
=

+ − − ( ) ( )( ) 2

2 2

1

0 1 hf D h N h  






−

=

+ + − ( ) ( ) 2

2 2

1

1 .hf D h h  






−

=

−        

(16) 

Так как  1 <1 то ряды в системе (15) и (16) являются сходящимся. Используя (11),(12) 

после некоторых вычислений и упрощений из (15) и (16) получим 
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11 2 12 2 1

21 2 22 2 2

d a d a V

d a d a V

− +

− +

 + =


+ =
 ,                                                                                                     (17)   

Где 2

11

1

1 hd h 


= ;     2 1 2

12 1

N hd h  − += − ;    1 2

21 1

N hd h  +=  ; 2 2

22

1

1 hd h  


−= −                           

(18) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1

1 1 1 1 2 1 2

0 1

1
0 1

N
h h NV f h f f  



    


+

=

 
= − − + + 

 
 ,                                                (19) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1

2 1 1 1 2 1 2 2

0 1

1
0 1

N
h h N NV f h f f  



    


− +

=

 
= − − + + 

 
 .                                           (20)  

 Отсюда получим 

1 22 2 12
2

11 22 12 21

V d V d
a

d d d d

− −
=

−
,   2 11 1 21

2

11 22 12 21

V d V d
a

d d d d

+ −
=

−
.                                                                      (21) 

Комбинируя (9),(10) и  (21)  получим явное значение   
2a+  и  

2a− . 

Теперь вычислим коэффициенты  , 0,1,2, ,C N  = . 

Учитывая (6)  для  C
 имеем 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2C D h u h D h h u h


    


=−

=  = − = ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 2 2

0

N

D h h u h D h h u h
 

     
−

=− =

− + − + 

( ) ( )2 2

1N

D h h u h


  


= +

− = ( )( ) ( ) ( )2 2

2 1 2 2 2

1 0

N
h hD h h a a h D h h f h   

 

     


− − − −

= =

+ − + − +   

+ ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 2

2 1 2

1

h N h N
D h h N a a h N

   



  


− + − ++ +

=

− + + +  =                                                 

 = ( ) ( ) ( )2 21
2 2 1 1 1 2

0 1 1

N
h hA

D h h f h a a h     

 


     




− − − −

= =

− + − + 

( )( )2 2 21
1 1 1 2

1 1

1 .N h hA
a a h      




  




− − + − + −

=

+ +                                                                                      

(22) 

Где 
( )

2

2 2 2hch h sh h


   
=

−
     (23)           

Обозначая ( )2 21
1 1 2

1 1

h hA
a a h    




 




− − − −

=

− = 1T  и ( )( )2 2 21
1 1 2

1 1

1h hA
a a h     




 




− + − + −

=

+ + =

2T   

из  (22) получим  

 C
= ( ) ( )2 2

0

N

D h h f h


  
=

− +
1 1 2 1 .NT T   −+                                                                         (24) 

где  1T  и 2T  после некоторых  вычислений  имеет следующий вид: 

2

1 1 1 22 2

1 1

1
( )

h

h h

h
T A a a



 


 

− − 
= − 

− − 
    и    

2
2

2 1 1 22 2

1 1

1
1 .

h

h h

h
T A a a




 


 
− + +

   
= + +     − −   

  

(25) 

В (24) теперь вычислим следующую величину 
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 ( ) ( )2 2

0

N

D h h f h


  
=

− = ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 20 1 1D f h D h f h f h   + − + + +                              

( ) ( )
1

1 1

1 1 2 1 1 2

0 2

N

A f h A f h


 

  

   
−

− −

= = +

+  .                                                                       (26)               

Из (26) получим 

( ) ( )2 2

0

N

D h h f h


  
=

− = ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 1 2 21 1 1Af h A f h f h   + + − + + + 

( ) ( )
1

1 1

1 1 2 1 1 2

0 2

N

A f h A f h


 

  

   
−

− −

= = +

+  = ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 1 2 21 1 1Af h A f h f h   + + − + + + 

( ) ( )
1

1
1 2 1 2

0 21

NA
f h f h


 

  

   


−

= = +

 
+ 

 
  ,                                                                                                       

(27) 

где   

A = 1

1

2 2 2
2 4 2

2 2 2

Ah sh hch h
ch h

hch h sh h

  


   

− 
− + 

− 
. 

 Таким образом учитывая вышеизложенных из (24) получим  

  С  =  ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1
2 1 2 2 1 2 1 1 2 1

01

1 1 1 , 1,2,..., 1
N

NA
Af h A f h f h f h T T N

   



        


− −

=

   
 + + − + + + + + = −   

   
      

(28)   

      При вычисление  1T  и 2T   мы учли ,что   1 <1  ,то бесконечные ряды в обозначениях  

(15) и (16) является сходящимися. Из (28) видно ,что для того чтобы получить точное 

выражение оптимальных коэффициентов С
,достаточно найти  1T  и 2T .  

При  нахождение точное значение  1T   и  2T   необходимо найти      
2a−   и  

2a+ . 

  Из (15) и (16) используя (18)-(21) мы можем вычислить точное значение   
2a−   и  

2a+ , 

тогда имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 1 1 2

1 1 1 1 2 2 12
0 1 1

2 2

1 1
1 1

N
h h N

N

h

f h

a
h

    





     
 

− + − −

+−
=−

 
− − − + − + 

− =


    и        

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 1 1 2

1 1 1 1 1 2 2 1 2
0 1 1

2 2 2

1 1
1 1

N
h h N

N

h

f h

a
h

    



 

      
 

− − + −

+ −
=+

−

 
− − − − − + 

− =


  ,                

(29) 

где   1 <1. 

С учетом  (11),(12)  получим  

( ) ( ) 2

1 2

1
0 1 1a f 


− − = = − +    и   ( )2 2

1 2 2 2

1
1 1a f a a  


+ + + = − = − − −   .                                    

(30) 

Учитывая  выше изложенных из (25) получим 

2

1 1 1 22 2

1

1
( )

1

h

h h

h
T A a a



 




− − 
= − 

− − 
= 1A 

( ) ( )

( )

2 1 1

1 1 2

0

2 12

1 1

N
N

N

f h 



  

 

− + −

=

+−

 
− 

 

−


              (31) 

   и 
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2
2

2 1 1 22 2

1 1

1
1

h

h h

h
T A a a




 


 
− + +

   
= + +     − −   

=
1 1

NA .

( ) ( )

( )

1 1

1 1 2

0

2 1 2

1 1

N

N

f h 



  

 

− − +

=

+ −

 
− 

 

−


  .   (32) 

Подставляя (31) и (32)  в  (28)   получим     

  ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )  

2 1 1

1 1 2

01
2 1 2 2 1 2 12 12

01 1 1

1 1

1 1 2

0

12 12

1 1

1 1 1

, 1,2,..., 1.

N
N

N

N

N
N N

N

N

f h
A

С Af h A f h f h f h

f h

N

 

  



 

 

  

       
  

  

 
 

− + −

=−

+−
=

− − + +

= −

+−

 
− 

   = + + − + + + + +  −

 
− 

  = −
−






    

(33) 

Из (33)  при   0 =  и  N =  имея в виду (31) и (32) получим                                                                                                                                                                                                                                              

        0С = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
2 1 2 1 2 1 2 1 1 2

01

0 1
N

h NA
Af A f h a a h f h T T 



   


− − −

=

    + + + − + + +   
   

 ,            

(34)             

 С N = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 1 1
2 1 2 1 2 1 2 1 1 2

01

1 1 1 1 .
N

h N NA
Af A f h a a h f h T T

 



   


− + + + −

=

    + + − + + + + + +   
   

         

(35)                                       

 Теорема доказана. 

Отметим, что получены подобные результаты в случае  1m= .   

 Теорема 3. Среди всех квадратурных формул вида  (7) с оптимальными коэффициентами 

который минимизирует норму функционала погрешности (8) с равно расположенными 

узлами в пространстве Хёрмандера ( )2H R
 при  m=1 и  ( ) 1p x =    имеет вид 

 

( )

( )
( )

( )

0

exp(2 ) 1
, 0

2 exp( ) 1

1
[ ] 2 1 , 1, 1

2

exp(2 ) 1
,

exp( ) 1

h
если

h

ch h если NC
sh h

h
если N

h




 

  
 




 

 −
= 

+ 
 
 

= − = −   
 
 −
 =

+  

                                                  

тогда, оптимальная  квадратурная формула является 

( )
( )

( ) ( )
1 1

10

1
2 1

2

N

f x dx ch h f h
sh h 

 
 

−

=

 −   ,                                                                    (36)                                                                                                                                      

где    
1

h
N

=  .                                                                                            

 Численные результаты. В качестве подынтегральной функций возьмем, например, 

                            ( )1 cosf x x=  ,            ( )2

xf x e= ,          ( )3 4

1

1
f x

x
=

+
      

Точные значения интегралов соответственно обозначим через 

                         
1

1 cos
J

I xdx=  ,         
1

2
0

xI e dx=  ,            
1

3 40

1

1
I dx

x
=

+  

Эти интегралы приближенно вычисляем  с помощью оптимальной квадратурной 

формулы, построенной в настоящей работе в случаях  1m =  при 10;100;1000;10000N = . 
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