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,401801  −=s     28016802 −=s . Здесь ( )hy y t=  элемент конечномерного 

пространства hH  для любого момента времени t ;операторы D, A действуют из hH в hH .  

Параметры схемы дали возможность получит схемы повышенного порядка точности 

и экономичный алгоритм численной реализаций. Например, параметры  ,,  

подчиняются условию четвертого порядка аппроксимации, если 

6/1+=+                                                      (5) 

и шестого порядка аппроксимации, если 

040/16 =+−  . 

Доказана следующая основная теорема. 

Теорема. При выполнении условия (5) и 

},,max{,10,2  =− DAD ,                    (6) 

решение схемы (4) ( )hy t  сходится к решению задачи (1)-(3) и справедлива оценка: 

4( , ) ( , ) ( )u x t y x t M h −  + . 

  При выборе на каждом конечном элементе по пространству многочлена степени 

3=  имеем третий порядок точности по шагу h . 

 Таким образом, разработана и исследован метод высокой степени точности 

решения задачи для уравнения спиновых волн в магнетиках. Этот метод основан на 

конечно-элементной аппроксимации по пространству и времени с помощью полиномов 

третьей степени. Разработан алгоритм реализации метода, проведено тестирование его на 

точном решении в виде ряда Фурье и сравнение с конечно-разностным методом.  

Литература 
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4. Москальков М.Н., Утебаев Д. Численное моделирование нестационарных 

процессов механики сплошной среды. – Ташкент, «Фан ва технология», 2012. – 160 с. 
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ОПТИМАЛЬНАЯ КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ ИНТЕГРАЛОВ ТИПА 

ФУРЬЕ В ПРОСТРАНСТВЕ ХЁРМАНДЕРА
2

( )H R
. 
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        Вычисление определенных интегралов с возможно большой точностью является 

одной из актуальных задач вычислительной математики и численного анализа. 

 В данной работе рассматривается вопрос о вычислении интегралов типа Фурье, где 

подынтегральная функция имеет с ограниченным числом экстремальных точек в 

интервале интегрирования и в качестве весовой функции берем быстро колеблющаяся 

функция. При небольших значениях параметра быстро колеблющаяся функции интеграл 

можно вычислить по обычным формулам механических квадратур, но если значение 

параметра велико, это становится затруднительным из-за частого колебания множителя. 

Поэтому для применения обычных формул механических квадратур промежуток 

интегрирования придется делить предварительно на большое число частей, из-за чего 

вычисление становится почти невозможным. Здесь предполагается метод вычисления 
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таких интегралов для конкретных быстро колеблющаяся функций, т.е. для интегралов 

типа Фурье в пространстве Хёрмандера  
2

( )H R
.                

       С.Л.Соболев рассмотрел  проблему построения оптимальных решетчатых формул над 

пространством 
( )( )nm RL2  и нахождение оптимальных коэффициентов  свёл к решению 

дискретной задачи типа Винера – Хопфа (см[1]). 

   В приложениях часто встречаются так называемый интегралы типа Фурье вида 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3cos , sin , .
b b b

i x

a a a

I f x xdx I f x xdx I f x dx    = = =               (1) 

       При небольших значениях параметра   эти интегралы можно вычислить по 

классическим квадратурным формулам трапеция, Симпсона, Гаусса и т.д. Но, если 

значение   велико, то вычисления становятся затруднительными из-за сильной 

осцилляции множителей cos x  и sin x . 

       В этом случае для вычисления интегралов с необходимой точностью промежуток 

интегрирования приходится делить на большее число частей. Поэтому для вычисления 

таких интегралов разработаны квадратурные формулы, которые заранее учитывают 

наличие указанных осциллирующих множителей. Впервые метод построения таких 

формул был предложен Файлоном [2]. Он заключался в замене квадратичным трехчленом 

на всей подынтегральной функции, а только ( )f x  предположении, что она на отрезке 

интегрирования имеет ограниченное число экстремальных точек. Формула Файлона 

является аналогом формулы Симпсона и переходит в нее при 0. →  

        В настоящее время для вычисления интегралов (1) проведено много исследований, в 

частности получены аналоги формул прямоугольников [3], трапеций [4], Ньюнона-Котеса 

[5], Гаусса [6]. Эйнарсон [7] для  вычисления интегралов (1) применил интерполяционный 

кубический сплайн типа. Как отмечает автор, во многих случаях его формула дает лучшей 

результат, чем формула Файлона, в формуле Эйнарсона присутствуют сплайновые 

моменты 0M  и NM , которые надо заменить через вторые производные ( )"f a  и ( )"f b  (с 

некоторой точностью) или же найти из системы уравнений, определяющей параметры 

кубического сплайна. Если считать 0 0NM M= = , то погрешность формулы Эйнарсона 

будет иметь порядок 3h  и в этом случае формула Файлона является более точной, нежели 

формула Эйнарсона. В некоторых задачах в узлах kx  могут быть известны не только 

значения функции, но и значения ее производных. Эта дополнительная информация дает 

возможность построит квадратурные формулы более высокой степени точности. 

Известно, что из формул Файлона и Эйнарсона при 0 =  получается формула Симпсона.  

      В настоящей работе  рассмотрим следующую квадратурную формулу: 
1

2

00

( ) ( )
N

i x f x dx C f x 

 
=

 ,                                                                                 (2) 

с функционалом погрешности 

2

[0,1]

0

( ) ( ) ( )
N

i x

N x x C x x 
 



 
=

= − − ,                                                                         (3) 

где соответственно, C


 и x


 называют  коэффициентами и узлами квадратурной 

формулы (2), ( )f x  является элементом гильбертова пространства Хёрмандера
2

( )H R
 [8]  и 

назовем ее квадратурную формулу для интегралов типа Фурье. 

Определения 1. Пространство 
2

( )H R
 определяется как замыкания пространства 

бесконечно дифференцируемых функций, убивающих на бесконечности быстрее любой 

отрицательной степени, которая норма функций определяется следующим образом: 
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1

22
1

2
( ) [ ( ) [ ( )]( )]( )cf H R F F f x x dx   



−

−

 
=  
 
  , 

где  ( )cf x  класс функций, следы которых в области R  совпадают, F -преобразование 

Фурье, ( )   бесконечно дифференцируемая, 0  , F  и  
1−F   прямое и обратное 

преобразование Фурье: 

2[ ( )]( ) ( ) i xF f x f x e dx 


−

=     ,   
1 2[ ( )]( ) ( ) i xF f x f x e dx 



− −

−

=  .  

Погрешность квадратурной формулы (2) будет линейным и непрерывным функционалом 

из пространства   
2

( )H R

,  сопряженного пространство
2

( )H R
, т.е.      2( ) ( )N x H R  . 

Качество квадратурной формулы оценивается при помощи нормы функционала 

погрешности: 

 2
( ) 0

2

( )
( ) sup

( )
N

f x

f
H R

f H R









= .                                                            (4) 

Норма функционала погрешности )(xN  зависит от коэффициентов 
C  и узлов  

x . 

По этому для вычислительной практики полезно уметь вычислить нормы функционала 

погрешности оценить ее. Отыскание минимума нормы функционала погрешности по 
C   

и  
x   есть задача  на исследование функции одной переменной на экстремум.  Если: 

0
*

2 , || || 0
2

( ), ( )
| ( ) inf sup

| ( )

N
N

C x f

x f x
H R

f H R 






 
=     

то говорят , что функционала )(
0

xN  соответствует  оптимальной квадратурной  формуле 

для интегралов типа Фурье в пространстве Хёрмандера
2

( )H R
. Справедлива следующие 

 Теорема 1.  Экстремальная функция функционала погрешности (3) квадратурной 

 формулы (2) имеет вид      
2

[0],1

0

( ) [ ( )] ( ) ( )
N

i x

e m mx x x C x h 




    
=

=   − − ,                  (5) 

квадрат нормы  функционала погрешности ( )N x  в пространстве Хермандера
2

( )H R
 

имеет следующий вид    

2
2

2

2 [0],1

0

( ) [ ( )] ( ) ( )
N

i x

N m mH R x x C x h dx  




   




=−

=   − − .    (6) 

 По теоремы Бабушки [1]  из (5) следует, что  

( ) 0, 0,1,...,h N  = = .                                                                                  (7) 

Теорема 2.  Оптимальная квадратурная формула для интегралов типа Фурье (2),  

коэффициенты   который  является  решением системы  линейных  уравненный (7) в 

пространстве Хермандера  
2 ( )H R ,  существует и  она является  единственная. 

     Решить эту систему (7) известными методами удается не всегда, из за малости 

определителя системы. В связи с этим С.Л.Соболев [1] предложил метод, который 

позволяет определять оптимальные коэффициенты квадратурной формулы. 

Переобозначив [ ] =C C  и ( )[ ] = ( )m

h m h    , систему (7) можно записать в виде 

свёртки функций дискретного аргумента:  

 ( )[ ]* [ ] = [ ], = 0,1,..., ,m

h mC f N                                                                       (8) 

 [ ] = 0, [0,1],C h                                                                                          (9) 

где  
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1

2

0

[ ] = ( ) .i y

m mf e h y dy    −                                                                            (10) 

Систему уравнений (8), (9) будем обозначать системой B . 

Рассмотрим соответствующую задачу. 

Задача B . Найти дискретную функцию [ ]C  , удовлетворяющую системе B  при 

заданных [ ].mf   

Главная идея этого метода состоит в замене неизвестной функции [ ]C   на 

функцию [ ] = ( ).m m

hu u h   А именно, вместо [ ]C   вводится неизвестная функция 

 ( )[ ] = [ ]* [ ].m m

h hu C                                                                                        (11) 

Тогда необходимо найти оператор ( )( ) = [ ]m

m hD h D  , который удовлетворяет равенству  

 ( ) ( )[ ]* [ ] = ( ),m m

h hD h                                                                                    (12) 

где [ ] = 1, = 0,0, 0.h      

Из (11), учитывая (12), получим  

 ( )[ ] = [ ]* [ ].m

hC D u                                                                                       (13) 

Ставим следующую задачу. 

Задача 1B : Найти функцию ( )[ ]m

hu   при [0,1].h   

Приступим к решению задачи В1. 

Функция ( )[ ]m

hu   известна для = 0,1,..., ,N  т.е ( )[ ] = [ ]m

h mU f  . Позже будет доказано, 

что дискретная функция [ ]m

hD   убывает на бесконечносьт быстрее любой отрицательной 

степени  . Таковой является также и функция [ ]m

h  . Функция [ ]C   является финитной. 

Вследствие этих свойств тройная свертка [ ]* [ ]* [ ]m m

h hD C     будет обладать свойствами 

группировки и сочетательности. Используя эти свойства тройной свертки 

( )* ( )* [ ],m m

h hD h C     при [0,1]h   имеем  

( )* ( ) = [ ]* [ ]* [ ] = ( ) ( ) * [ ] =m m m

m h h m mD h u h D C D h h h C


          
 

 − 
 
 [ ] = ( ) ( ) = 0.C C h h h



     −  

Здесь учтено, что ( ) = 0h h  −  , при .h h   

Из произведенных вычислений следует следующая теорема. 

Теорема 3. Функция ( )mu h  имеет вид  

=0

[ ] = [ ], [0,1], [ ] ( ), [0,1]
N

m

h m mu f h C h h h


       


 − 


 .                               (14) 

При вычислении коэффициентов [ ]C   нам необходимо знать конкретные значения 

( )mu h  при [0,1]h  . Как видно из (14), из вида функции ( )mu h  невозможно 

определить конкретные значения ( )mu h , при [0,1]h  , так как в нем участвуют 1N +  

неизвестные [ ]C  , конкретные значения ( )mu h  будут определены в ходе вычисления 

коэффициентов [ ]C  , когда будет известна функция [ ]m

hD  . Известно, что (см. [9]) 

1
2

2 2
=

exp( 2 ) (2 2)! (4 )
( ) = exp2 (1 ) = | |

2 ( 1)! ! ( 1)!

km
m k

m m
k o

x m k
x iyx y dy x

m k m k

  
 

 −

−

−

− − − 
+

 −  − −
   ,        (15) 

 и справедлива следующая(см. [9]) 

Теорема 4.  Дискретный  аналог дифференциального оператора 

( )

2

2 2

1
1

2

m

d

dx

 
− 

  

при  1m =  имеет вид  



 
 

37 

 

( )
( )

( )
( )

1

exp 4 1
, 0

exp 4 11

exp 2
, 1

1 exp 4

h

h
D

h

h







 




+
=

−
= 

 =
 −

,                                                                   (16) 

или  

 

( )

( )1

1
2 , 0

1
, 1

2 2

0, 2

cth h

D
sh h

 


 
 




=




= − =

 



 .                                                                   (17)                       

Из равенства (11) имеем  

 = [ ]* [ ],m m

h hC D u                                                                                          (18) 

где 1[ ]hD   определяется формулой (17), а 1[ ]hu   определяется формулами  

 1

1[ ] = [ ],hu f                                                                                                 (19) 

когда = 0,1,..., N , где 
1

2

1 1

0

[ ] = ( )i yf e h y dy    − . При < 0  и > N  1[ ]hu   пока не 

определена. Однако, используя вид функции 1[ ]hu   для < 0  и > N , по формуле (11) 

удается определить их конкретные значения. Действительно, по формуле (11)  

 
1

1

=0

( ) = ( ),
N

hu h C h h


   −                                                                               (20) 

где 1( ) = exp( 2 )x x − . Используя вид 1( )x , мы пакажем, что 

1 ( ) = exp( 2 ) (0)hu h h u− −   и  1 1(( 1) ) = exp( 2 ) ( )h hu N h h u Nh+ − . 

Из общего вида 1 ( )hu h  имеем  
1

0 1 1 1 2 1 1(0) = (0) ( ) ( 2 ) ... ( ),h Nu C C h C h C Nh   + − + − + + −  
1

0 1 1 1 2 1 1( ) = ( ) ( 2 ) ( 3 ) ... ( ( 1) ) =h Nu h C h C h C h C N h   − − + − + − + + − −  

    ( ) 1

0 1 2= exp( 2 ) exp( ) exp( 2 ) ... exp( ) == exp( 2 ) (0)N hh C C h C h C Nh h u − + − + − + + − −        (21) 

и  

( )1

0 1( ) = exp( 2 ) exp( 2 ( 1) ) ... exp( 2 0) ,h Nu Nh C Nh C N h C  − + − − + + −  

( )1 1

0 1(( 1) ) = exp( 2 ) exp( 2 ) exp( 2 ( 1) ) ... = exp( 2 ) ( ).h N hu N h h C Nh C N h C h u Nh   + − − + − − + + −    (22) 

Эти значения функции 1[ ]hu   нам достаточны для определения оптимальных 

коэффициентов. Из (11) имеем 

 
1

1 1 1 1

= 1

[ ] = [ ]* [ ] = ( ) ( ).h h h hC D u D h u h h


     
−

−  

Отсюда, в силу формул (17), (18), (19), для оптимальных коэффициентов 
0

[ ]C   имеем  

( ) ( )

0
1 1

1

1 1 1
[ ] = (2 ) [ ] [ 1] [ 1] =

2 2 2 2
h hcth h u u uC

sh h sh h
    

    
 − − − +  

( )
( )

1 1

2 2

1 1

0 0

1 1
= 2 ( ) ( ( 1) )

2 2

i y i ycth h e h y dy e h y dy
sh h

       
  

− − − − −   
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( )

1

2

1

0

1
( ( 1) ) ,

2 2

i ye h y dy
sh h

   
 

− + −             

при =1,2,..., 1N − . Из общего вида функции ( )m x  из формулы (15) следует  

 1( ) = exp( 2 ).x x  −  

Имея в виду это, получим  

 
( )

1 1
0

2 2

0 0

1
[ ] = (2 ) exp( 2 ) exp( 2 ( 1) )

2 2

i y i ycth h e h y dy e h y dyC
sh h

        


 − − − − − − −   

( )

1

2

0

1
exp( 2 ( 1) ) , =1,2,..., 1.

2 2

i ye h y dy N
sh h

    


− − + − −                             (23) 

В силу (17), (18), (19) и (15) получим 

( )
( ) ( )

0
1 1 11 1

[0] = 2 [0] [ ] [ ] =
2 2 2 2

h h hcth h u u h u hC
sh h sh h

 
   

− − −  

( )
( )
( ) ( )

1 1 1exp 2 1
= 2 [0] [0] [ ] =

2 2 2 2
h h h

h
cth h u u u h

sh h sh h


 

   

−
− −

( )
( )
( )

1 1

2 2

0 0

exp 4
= 2 exp( 2 0 ) exp( 2 )

2 2

i y i yh
cth h e y dy e y dy

sh h

   
  



−
− − − − − −   

( )

1

2

0

1
exp( 2 ) =

2 2

i ye h y dy
sh h

  


− − −  

1 1

2 2

0 0

exp( 2 )
= (2 ) exp( 2 ) exp( 2 )

2 (2 )

i y i yh
cth h e y dy e y dy

sh h

   
  



−
− − − −   

1

2

0

1
exp( 2 ) .

2 (2 )

i ye h y dy
sh h

  


− − −                                                                                         (24) 

Таким же образом, учитывая (17), (18), (19) и (15), имеем  
1 1

2 2

0 0

1
[ ] = (2 ) exp( 2 ) exp( 2 )

2 (2 )

i y i yC N cth h e Nh y dy e Nh y dy
sh h

     


 − − − − − −   

 

 
( )

1

2

0

1
exp( 2 ( 1) ) .

2 2

i ye h N y dy
sh h

  


− − − −                                                   (25) 

Этим доказана следующая 

Теорема 5. Среди всех квадратурных формул вида (2) решетчатая  квадратурная формула 

для интегралов типа Фурье  

 
1

0
2

=00

( ) [ ] [ ],
N

i xe f x dx fC
 



                                                                      (26) 

определяемая коэффициентами (23),(24),(25), является единственной оптимальной в 

пространстве 
2 ( )H R .  

В залючение отметим,что нахождение оптимапьных коэффициентов квадратурных 

формул для интегралов типа Фурье вида (26) в пространстве непериодических функций 

Хёрмандера 2 ( )H R   выпольнена в случае  1m = . 
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