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ANIQ VA TABIIY FANLAR

Shahlo MERAJOVA Nilufar SAIDOVA
Buxoro davlat universiteti Buxoro davlat universiteti
differensial tenglamalar kafedrasi katta o*gituvchisi differensial tenglamalar kafedrasi o*qgituvchisi

ARALASH MASALALARNI O*ZGARUVCHILARNI AJRATISH USULI BILAN
YECHISH BO*YICHA BA’ZI METODIK TAVSIYALAR

Ushbu magolada matematik fizika tenglamalariga qo'vilgan aralash masalalarni o'zgaruvchilarni
ajratish usuli bilan yechish bo ‘vicha metodik tavsivalar berilgan. Bir jinsli bo'lgan va bir jinsli bo ‘Imagan
tenglamalarda aralash masalani yechishning o 'ziga xos tomonlari ko ‘rsatilgan

Kalit so‘zlar: matematik fizikaning klassik tenglamalari, aossiy masalalarning qo'vilishi, aralash
masala, o'zgaruvchilarni ajratish usuli, bir jinsli tenglama, bir jinsli bo'lmagan tenglama, Furye gatoriari,
funksional qator yaginlashishi.

B cmamve damwt Memoduyeckue pexoMeHOauuu RO PEUEHI0 CMEWANHNY 3a0ay 014 VpasHeHutl
Mamemamuueckol  guzuky  Memodom  pazdereHua  nepemennwx. Iloxazanw  ocobennocmu  peuteHun
CMEWArHoll 3adayl 018 0OHOPOOHBIX U HEOOHOPOOHBIX YPAGHEHLIIL

Kmouesnie cnosa: wiaccuveckue VpasHels MameMamuueckoll Ghuzuxu, ocHosHble 3adauu,
CMEWARNBIE 3a0auu, Memod pazdelcHua NepeMertblY, 00HOPOOHBIE VPABHEHUA, HEOOHOPOOHBIE VDAGHEHIA,
pad Gypee, cXoOUMOCIE VHKYUOHATLHBIX PAVOE.

The article gives guidelines for solving mixed problems for equations of mathematical physics by the
method of separation of variables. The features of the solution of the mixed problem for homogeneous and
inhomogeneous equations are shown.

Key words: classical equations of mathematical physics, basic problems, mixed problems, method of
separation of variables, homogeneous equations, inhomogeneous eguations, Fourier series, convergence of
functional series.

Kirish. O‘zgaruvchilarni ajratish usuli boshqacha Furye usuli deb ham atalib, differensial
tenglamalarga qo‘yilgan chegaraviy masalalarni yechishda keng go‘llaniladi. “Matematika”, “Amaliy
matematika va informatika”, “Fizika” yo'nalishlari talabalariga ushbu usulni o*rgatishda nimalarga e’tibor
berish kerak? Qanday o‘rgatish kerak? Bu usulning mohiyati nimada? Usulning xususiyati? Bu savollarga
javob berish kerak.

Dastlab, matematik fizika tenglamalariga qo‘yiladigan asosiy masalalami qaraymiz.

Jarayon sodir bo*layotgan soha G € R" bo‘lib, S uning chegarasi bo'lsin. S ni bo‘laklari silliq sirt
hisoblaymiz [1].

Differensial tenglamalar uchun, asosan, 3 tipdagi masalalar bir biridan farq qiladi.

A. Koshi masalasi. Bu masala, asosan giperbolik va parabolik tipdagi tenglamalar uchun go‘yiladi; G

soha butun R" fazo bilan ustma-ust tushadi, bu holda chegaraviy shartlar bo‘lmaydi.

B. Chegaraviy masala elliptik tipdagi tenglamalar uchun qo‘yiladi; S da chegaraviy shartlar beriladi,
boshlang'ich shartlar tabiiy bo*lmaydi.

D. Aralash masala giperbolik va parabolik tipdagi tenglamalar uchun go‘yiladi; G = R" bo‘lib,
boshlang‘ich va chegaraviy shartlar beriladi.

Biz ushbu maqgolada aralash masalalaming qo®yilishi va yechish usuliga to*xtalamiz.

Asosiy gism. Chegaraviy masalalar, asosan, chegarada berilgan shartlarga qarab farglanadi. Oddiylik
uchun biz bir o*lchovli holda aralash masalalarni mos boshlang*ich shartlar bilan ko‘rib chigamiz. Masala
boshlang'ich va chegaraviy shartlar birgalikda garalgan holda aralash masala ham deb yuritiladi, aralash
masala turi chegaraviy shartga qarab farglanadi. Matematik fizikaning ko'pgina chizigli masalalari
o‘zgaruvchilarni ajratish usuli bilan hal gilinadi.

Dastlab bir jinsli tenglama uchun qo*yilgan aralash masalani o‘zgaruvchilarni ajratish usuliga bilan
yechish masalasiga to*xtalamiz.

Uchlari x=0 va x=I nuqtalarda mahkamlangan tor tebtanishi tenglamasi masalasi uchun Furye yoki
o‘zgaruvchilarni ajratish usulini bayon gilamiz. Bu masala quyidagicha bo*ladi:

170
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Tu_ 20U (1)
ot ox
boshlang'ich shartlar:
u |.r=|]= tp(x)? EJ! |:=D: W(x)'l (2)
chegaraviy shartlar:
ul.\:={}:01 u|x=.':0 3)
O*zgaruvchilarni ajratish usulida tenglamaning xususiy yechimlarini quyidagi ko'rinishda gidiramiz:
u(x,t) = X(x)T'(t), (4)

bu funksiylar aynan nolga teng emas va (3) chegaraviy shartlarni ganoatlantirsin.
Demak, biz quyidagi oddiy differensial tenglamalarga kelamiz:
(O +a*AT(t) =0, (5)
X"(x)+ AX(x)=0, (6)
buyerda A >0, A =const.
Shunday qilib, chegaraviy shartlar quyidagicha bo*ladi:
X(0)y=0, X(H=0. (7
Natijada biz (6)~(7) Shturm-Liuvill masalasi hosil bo*ladi.
Har bir chegaraviy masala uchun o‘ziga xos Shutrm-Liuvill masalasi hosil bo‘ladi. Shunga e’tibor
garatish kerak!
Bu masalaning xos sonlari:
A, =($) k=12,..
va bu xos sonlarga quyidagi xos funksiyalar mos keladi:

X, (x) =sin —"‘:fx s

A=A, bo‘lganda (5) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega:

T, (fy=a, cos it + b, sin kTﬂ,
shuning uchun
u (x,)=X, (x)T,(1)= (ak ms@ + b, sin @)Siﬂ kT;zr

funksiya har ganday @, va .':lt uchun (1) masalani va (3) chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.
(2)~(3) shartlarni ganoatlantiruvchi (1) masalaning yechimini gator ko'rinishida gidiramiz:
u(x,t)= 2::* (x.t) = i[at cos k);z" + b, sin #Jsiﬂ kTm (8)
Agar bu qator tekis yaqkinllashuvchi b::l-‘llib& uni hadma-had ikki marta differensiallash mumkin bo‘lsa, u
vagtda gator yig*indisi (1) tenglamani va (3) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.
Differensial tenglamalar kursida quyidagi teorema isbotlanadi:
Teorema [2]. Agar u, (k=12,..,n,..) funksiyalar chizigli va bir jinsli L(x)=0 (oddiy differensial

tenglama yoki xususiy hosilali differensial tenglama) tenglamaning xususiy yechimlari bo‘lsa, u holda

w= i(;‘.u& gator ham berilgan tenglamaning yechimi bo‘ladi, agar tenglamada qatnashadigan hosilalarni,
el

gatorni hadma-had differensiallash yo*li bilan hisoblash mumkin bo‘lsa.

Hadma-had differensiallash imkonini, gqator va uni differensiallash natijasida hosil qilingan
gatorlarning tekis yaqinlashishi beradi.

Faraz gilamiz (8) qatorni hadma-had differensiallash mumkin. U vaqtda a, va b, doimiy
koeffisiyentlarni shunday aniglaymizki (8) qator yig'indisi (2) boshlang‘ich shartlari ganoatlantirsin,
natijada quyidagi tengliklarga kelamiz:

o x) = iat sin kTm : (9)
k=l
wix)= ik;m b, sin kTm- . (10
kel
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(9) va (10) formulalar ¢@(x) va w(x) funksiyalarning (0,0) intervalda sinuslar bo‘yicha Furye
yoyilmasini beradi. Bu yoyilmalaming koeffisiyentlari quyidagi formulalar bilan topiladi:

20 . ke
ay = Tgi;a{x].wn 7 dx>
i
b, = ﬁ -ul'w(x )sin k:“ dx»

ya'ni, d, =@, b, = %Wt’ ular yordamida (8) formula bilan aniglangan funksiya masalaning
g o]
yechimini to‘liq beradi.
(8) gatorning umumiy hadi uchun quyidagi tengsizlik o*rinli:
|u* [I.,f)| = |a* | + |b&| .
Quyidagi sonli gator
Z(I“'t| + |b.t|]
k=]
(8) funksional gator uchun mojaranta gator bo‘ladi. Agar mojaranta gator yaginlashsa, (8) funksional

gator tekis yaginlashadi va uning yig*indisi uzluksiz funksiya.

(8) gatordan t va x o'zgaruvchilar bo‘yicha ikki marta differensiallash natijasida olingan qatorlar
quyidagicha bo*ladi:

2 wm 2 o
O u o u b Kt _ kmiry . kmx
= E=—3 kz(a,‘ cos + by, sin —Jsm .
e E=1 o= I ) I ! {

2 =%

o = O u, F krmat . kmd\ . kmx
— =2 =3 .i:z(.::JE cos—— + b, sin sin ——+
i o Ox I f I !

Ushbu gatorlar uchun quyidagi sonli gator mojaranta gatorlar bo*ladi:
2 (] + (b))
k=l
Boshlang®ich berilgan funksiylar quyidagi shartlarni ganoatlantirsa (8) gator va uni differensiallash
natijasida hosil bo*lgan qatorlar tekis yaqginlashuvchi bo*ladi:
1) ¢(x)funksivadan 2-tartibgacha olingan hosilalar uzluksiz, 3-tartibli hosilasi
bo*lakli-uzluksiz bo*lib, quyidagi shart bajarilsa:
P0) =) =0; ¢"(0)=¢"()=0.
2)  wix)funksiya uzluksiz differensiallanuvchi, 2-tartibli hosilasi bo‘lakli-uzluksiz
bo*lib, quyidagi shart bajarilsa:
(0) = (1) = 0.
Biz (1)-(3) aralash masalani yechish usulini to‘liq tahlil gildik.
Muhokamalar va natijalar. Endi bir jinsli bo*lmagan hol uchun o*zgaruvchilarni ajratish usulini
parabolik tenglamalarga go*yilgan aralash masala misolida qaraymiz. Quyidagi
u, =a’u, +flx,1) (0<x<l,1>0)
u(x,0)=p(x) O<x=</
w(0,¢)= g, (2), ull,t)=p,(t) t>0
aralash masalani yechish talab gilinsin.
Dastlab, quyidagi bir jinsli tenglamani bir jinsli chegaraviy shartlar bilan yechamiz:
u,=a’u, O<x<l 0<t=T
u(x,ﬂ)z qo(x) O0<x<l, (0
u(0,¢)=0, ull,t)=0
Yugqoridagi kabi yechimni o‘zgaruvchilarm ajratish usuli bilan yechamiz. X(x) topish uchun biz
Shturm -Liuvill masalasini hosil gilamiz:
X"+ AX =0, X(0)=X(/)=0.

2
Bundan A, = [%) (n = 1,'24,_,_} A xos sonlarga mos xos funksiylar: X (_1’}: sm %x .

T(t) funksiya uchun tenglamani yechib, 7, (I) — Cn e_"!"'*' _
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Bir jinsli tenglamaga qo‘yilgan masala xususiy yechimlari:
u, (x.t)= X, 00T, (1) = C"e_"!""' sin %x
Superpozitsiya prinsipiga asosan xususiy yechimlaming yig‘indisi masala yechimi:

ulx, )= iun (x,1) = iCﬂe—[T] “ sin %x. (11)
ma=l n=l
H(I,!} funksiyva chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. Boshlang*ich shartni ham ganoatlantirishini
talab etamiz: A x) = 1u(x,0) = i(_." sin ?_‘__

ya'ni C, - ¢(x) funksiya Furye koeffitsiyentlari
!
C, =0, =2 [ ple)sin Thsas - (12)
o
Endi koeffisiyentlari (12) formula bilan aniglanadigan (11) gatorni garaymiz va bu gator (I)
masalaning barcha shartlarini ganoatlantirishini qo‘rsatamiz.
Buning uchun (11) gator bilan aniglanuvchi b‘(x,f] funksiya differensiallanuvchi bo'lib, tenglamani

O<x</, t>0 sohada ganoatlantirishini va bu sohaning chegaralarida (t =0, x =0, x =/) uzluksiz
bo*lishini ko*rsatishimiz kerak.

Tenglama chizigli bo‘lgani uchun superpozitsiya prinsipiga asosan xususiy yechimlardan iborat gator
ham yechim bo‘ladi, agar u yaqinlashuvchi bo‘lsa, uni X bo‘yicha ikki marta, ¢ bo‘yicha bir marta
differensiallash mumkin. ! >f >0 (f - ixtiyoriy yordamchi berilgan son) da xususiy hosilalarning Z cu,,

= ot

va Z 5~ qatorlari ham tekis yaginlashadi.

Haqlqatan [2].
auﬂ

-

ot

) e e ) o

Faraz gilamiz, ¢o(x) funksiya chegaralangan bo‘lsin, ya'ni ‘(o{t)‘ =M.

U holda
i Jm
|C|_ EJ’ :_M;_QM chunki |sin — &1 < 1.
U vaqtda < 2M(E) o . t=1 uchun. Shunga o'xshash:
!
-2 2 'y - . 2k+! mY 2 -
LS EM[E) aze'[T} « L0210 uchun.  Umuman: &, 2M—(EJ HJ*E{T] izt
ax ! artx’ ) ’

uchun.

2
) = a*r
Zaﬂ - majoranta gatorning yaqinlashishini tekshiramiz, @, = Nn"'e{ ! ] . Dalamber alomatiga
n=|

d505an:

Nin+1)? .;a{ﬂ:""'] “

o 11m(1+ ) AT "m“:;:'j'
Nﬂ"e_{T]al ‘

Bundan (11) qatorni f21>0 sohada hadma-had differensiallash mumkin degan xulosa chigadi.
Superpozitsiva prinsipidan foydalanib, bu gator issiglik o‘tkazuvchalik tenglamasini ganoatlantirishini
isbotlash mumkin. Shu bilan #>0da (11) qator yetarlihca marta differensiallanuvchi va tenglamani
ganoatlantiradi.

11m

]

=lim
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Endi bir jinsli bo‘lmagan issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasini nol boshlang‘ich va nol chegaraviy
shartlar bilan garab chigaylik:
u, =a*u_+ f(xt) (0<x<l,t>0)
u(x,0)=0 (I
u(0,1)=0, ull,t)=0

Bu masalaning #(x,#) yechimini xos funksiyalaming, ya'mi {Sin ?x} funksiyalaming Furye gatori

ko*rinishida gidiramiz:

wet) =3 u, (t)ysin 2 (13)

X+
=l )
Agar u (f) funksiya topilsa, berilgan masala yechilgan bo‘ladi. f(x.f) funksiyani ham xos
funksiyalar bo*yicha gatorga yoyamiz:
JEOEDWAGE L (14)

n=l

buyerda. £, (1) =2 [ £(5,¢)sin 2" -

(19 a4y i i 1) g2 q0yamic: 5 20 f( 21 0y, 0 £ 00} =0

sl

Yoyilmadagi barcha koeffisiyentlar nolga teng bo‘lsa, bu tenglik o'rinli bo‘ladi:
u', (1)= {%}_ﬂlun(r}+fn (r)-
u(x, ) funksiya uchun boshlang‘ich shartdan foydalanib, u,(f) funksiya uchun boshlang*ich shartni

olamiz: 1, (0)=0.
Natijada oddiy differensial tenglamaga go‘yilgan Koshi masalasini hal gilamiz, uning yechimi:

u, ()= j’e{%] dzu_”f,(rjdr-
o

Ushbu funksiyani (13) ga etib gqo*yib (1) masalaning yechimini hosil qilamiz.

Xulosa qilib shuni aytishimiz mumkinki, bu usuldan nafaqat parabolik, elliptik va aralash tipdagi
differensial tenglamalarga go‘yilgan chegaraviy masalalarni, balki klassik va chizigli bo'lmagan
tenglamalarga qo‘yilgan to*g’ri va teskari masalalami yechishda ham foydalanish mumkin [3, 4].
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