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УДК 517.516.87 

СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ ОПТИМАЛЬНОЙ   КВАДРАТУРНОЙ 

ФОРМУЛЫ ТИПА ФУРЬЕ В  ПРОСТРАНСТВЕ  ХЁРМАНДЕРА  
2

( )H R
 

 Жалолов О.И., Каримов Ф.Р.

                      Бухарский  государственный университет 

 

В настоящей работе  рассмотрим следующую квадратурную формулу: 
1

2

00

( ) ( )
N

i x f x dx C f x 

 
 =

  ,                                                                                 (1) 

где соответственно, C


 и x


 называют  коэффициентами и узлами квадратурной формулы 

(1), ( )f x  является элементом гильбертова пространства Хермандера
2

( )H R
[19] и назовем 

ее квадратурную формулу типа Фурье. 

Определения 1. Пространство 
2

( )H R
 каопределяется пространствазамыканияк

бесконечно дифференцируемых функций, убивающих на бесконечности быстрее любой 

отрицательной степени, которая норма функций определяется следующим образом [1,2] 
1

22
1

2
( ) [ ( ) [ ( )]( )]( )cf H R F F f x x dx   



−

−

 
=  

 
  , 

где  ( )cf x  класс функций, следы которых в области R  совпадают, F -преобразование 

Фурье, ( )   бесконечно дифференцируемая, 0  , F  и  1−F   прямое и обратное 

преобразование Фурье: 

2[ ( )]( ) ( ) i xF f x f x e dx 


−

=     ,   
1 2[ ( )]( ) ( ) i xF f x f x e dx 



− −

−

=  ,  

Отметим, что условие      1

2

1
( ) ( ) ( )

( )m
x F x L R

 
−

  
=   

  

 

обеспечивает вложение пространстве  
2

( )H R
 в  ( )C R  - непрерывные функции. 

Условие вложения пространства 
2

( )H R
 в пространство непрерывных функций ( )C R  

иквадратурныхтеориикподходефункциональномусловиемявляется необходимом

кубатурных формул.  

Постановка задачи. 

Рассматривая квадратурную формулу типа Фурье вида (1), 

погрешностью квадратурной формулы (1) называется разность  
1

2

00

( ) , ( ) ( ) ( )
N

i x

Nf f x f x dx C f x 
 

 =

= = − ,                                            (2) 

и этой разности (2) соответствует функционал погрешности ( )N x , который имеет вид  

    
2

[0,1]

0

( ) ( ) ( )
N

i x

N x x C x x 
 



 
=

= − − .                                                            (3) 

Здесь )(]1,0[ x - индикатор отрезка [0,1], −)(x  дельта – функция Дирака. 

Погрешность квадратурной формулы (1)  будет линейным и непрерывным функционалом 

из пространства   
2

( )H R

,  сопряженного пространство
2

( )H R
,  

т.е.      2( ) ( )N x H R

  . 
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Качество квадратурной формулы оценивается при помощи нормы  функционала 

погрешности : 

 2
( ) 0

2

( )
( ) sup

( )
N

f x

f
H R

f H R









= .                                                                                           (4) 

Норма функционала погрешности )(xN  зависит от коэффициентов C   и узлов  x . 

Если 

0
*

2 , || || 0
2

( ), ( )
| ( ) inf sup

| ( )

N
N

C x f

x f x
H R

f H R 






 
=     

то говорят ,  что функционала )(
0

xN  соответствует  оптимальной квадратурной  формуле в 

2
( )H R

. 

Основная цель настоящей работы является определить существование и единственность 

оптимальной квадратурной формулы типа Фурье в непериодическом    пространстве   

Хёрмандера  
2

( )H R
 

Экстремальная функция функционала погрешности квадратурной    формулы типа 

Фурье и его норма. 

Для нахождения  нормы функционала погрешности (3)  в пространстве 2 ( )H R

 

используется  его  экстремальная функция . 

Определение 2. Функция  )(xe  называется  экстремальной функцией  функционала  

)(xN , если   2 2, ( ) ( )N e N eH R H R  


 =  .                                                               (5) 

Так как пространство 
2

( )H R
 является гильбертовым, то по теореме Рисса об общем виде 

линейного непрерывного  функционала существует единственная функция    

2
( ) ( )x H R      для которой  

, ) ,
N

f f =                                                                                          (6) 

и 
*

2 2
| ( ) | ( )

N
H R H R = , где ( ), ( )x f x    -  скалярное произведение  двух функций 

( )x   и  ( )f x  из пространства 
2

( )H R . Напомним, что скалярное произведение , f   

определяется следующим образом: 

 1 1, ( ) [ ( )]( ) ( ) [ ( )]( )f F F x F F f x dx       


− −

−

  =     . 

В частности, из (6)  при ( )f x = ( )x   имеем  

22
* *

2 2 2 2
, , | ( ) ( ) | ( ) | ( )

N N N
f f H R H R H R H R      = = =  =  

 Отсюда видно, что решения  ( )x  уравнения (6) удовлетворяет уравнению (5) и является 

экстремальной функцией. Таким образом, для того чтобы вычислить норму функционала 

погрешности  ( )
N

x , сперва надо решить уравнение (6) т.е. найти экстремальную 

функцию ( )x  а потом вычислить скалярные произведение  
2

*

2
, | ( )

N N
f H R =   

 Ниже мы будем находит экстремальную функцию другим путём. Из теории 

преобразования Фурье обобщенных функций имеем 
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    ( ) ( )1, [ ]( ), [ )]( ) ( ) [ ]( ), ( ) [ )]( )
N N N

f F F f F F f       − = = =  

       ( )1 1 1( ) [ ]( ) , ( ) [ ]( )
N

F F F F f     − − −= .                                           (7)                             

Если в этом равенстве (7) полагать      1 1 1( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )
N

F F F F      − − −= , т.е. если 

полагать  1 1( ) [ ( )]( ) ( )
N

f F F x x   − −= = ,                                                       

То будем иметь: 
2

*

2
, , | ( )

N N
H R   = = .                                     

Отсюда следует, во первых, что  

 1 1( ) ( ) [ ( )]( ) ( )
N

x F F x x   − −= 2

[0,1]
0

( ) ( ) ( )
N

i x

m m
x x C x h 




   
=

 =   − −
   ,                                (8)                                                                             

Где 
1 1( ) [ ( )]( )

m
x F x  − −= , так как ( )x  является экстремальной функцией функционала 

погрешности (3); во вторых 

2 2
*

2
| ( )

N
H R dx 



−

=   .                                                         (9) 

Этим доказана следующая. 

     Теорема 1.  Экстремальная  функция  функционала погрешности (3) квадратурной 

формулы (1) имеет вид 
2

[0],1

0

( ) [ ( )] ( ) ( )
N

i x

e m mx x x C x h 




    
=

=   − − ,                           (10) 

квадрат нормы  функционала погрешности ( )N x  в пространстве 

Хёрмандера
2

( )H R
 имеет следующий вид    

2
2

2

2 [0],1

0

( ) [ ( )] ( ) ( )
N

i x

N m mH R x x C x h dx  




   




=−

=   − − .                                            (11) 

Исследование о существование и единственности  оптимальной квадратурной 

формулы типа Фурье в пространстве 
2

( )H R
. 

Из (9) видно ,  что нормы функционала погрешности (2)   является функцией 

коэффициентов NC ,...,1,0, = ,  при фиксированных узлов   Nh
N

x ,...,1,0, === 



 . 

Задача оптимизации нормы функционала погрешности при фиксированных  узлах x   

заключается определении таких коэффициентов NC ,...,1,0,
0

=  для которых 

достигается    

 

Для нахождения коэффициентов NC ,...,1,0, =  равенство (9)  перепишем в несколько 

иной форме : 

 
22

* 1 1

2

2

2
1 1

2

2

2

[0,1]

02 2

| ( ) ( ) [ ( )]( ) ( )

[ ( )]( ) ( ) ( )

( ) ( )

N N

N m N

N
i x

m m

H R F F x x dx

F x x dx x dx

x C x h dx



 




  

  

   



− −

−

 

− −

− −



=−

== =

=  =  =

=  − −



 



                                  (12) 

*

2inf | ( ) .N
C

H R



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Равенство (12)  связывает  задачу построения квадратурной формулы  (1)  с задачей 

приближения  в 
2L   функций 

2 ( )i x

m x     линейной комбинацией  сдвинутых на x  

функций  )(xm . Действительно, из  (12)  видно ,   что отыскание  наименьшего значение   

нормы  функционала погрешности по коэффициентом  при  фиксированных узлах x ,  

равносильно наилучшему приближению функции  
2

[0,1]

2

( ) [ ( )]ix

m x x    ,    линейной  

комбинацией  функции  )(
2

xm  и ее сдвигов на Nhx ,...,1,0, ==   в норме  пространства 

)(2 RL . Справедливо  следующая. 

Лемма.   

Система    
N

m hx

02

)(

=







−



  является линейно независимой системой в пространстве )(2 RL   и  

линейная оболочка  этой системы  является ( )1+N   мерным  подпространством  в  )(2 RL . 

Сначала докажем линейную независимость  системы 

     

N

m hx

02

)(

=







−



                                                                                            (13)                 

 в  
2( ).L R                                                          

Рассмотрим линейную комбинацию  

   
2

0

( ) ( )
N

C x h H R




  

=

−   

Имеем   

  
2 2

0 0

( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N N

C x h f x C x h H R f x H R 
 

 

    

= =

 −  −   . 

Нетрудно показать,  что 
22

2
0 0 2

( ) ( ) ( )
N N

mC x h H R C x h dx


 
 

   




= =−

− = −  . 

Экстремальная функция функционала  

)(
0




 hxC
N

−
=

  является )()(
0




 hxCx
N

m −= 
=

. 

 Пусть система  (13)  является  линейно зависимой ,  т.е. 0)(
0 2

=−
=




 hxC
N

m   и  0
0

2 
=

N

C


 .  

Пусть  NCCC ,...,1,0,0max1 == 
. 

Отсюда следует  
22

2
0 0 2

( ) ( ) ( ) 0
N N

mC x h H R C x h dx


 
 

   




= =−

− = − =   ,                         (14) 

Берём  функцию  2

1 1

( )

2

( )

( ) ( )

( )

x h

x h

x C e H R

h h

  

 

 





 

− −



−

=  

 −





 

Для этой функции имеем   
=



=

=−
NN

CxhxC
0

2

0

)(,)(





   

С другой страны  имеем 2

0 0

0 ( ), ( )
N N

C C x h x  
 

   

= =

 = −   2 2

0

( ) ( ) ( ) ( )
N

C x h H R f x H R 




  

=

−   
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Это неравенство противоречить с (14) . 

Это противоречие и доказывает линейную независимость   систему  (13). 

Отсюда  следует также  линейная независимость Nhx ,...,1,0),( =−    в  2 ( )H R
. 

Таким образом линейная оболочка  функций Nhxm ,...,1,0),(
2

=−   является   

)1( +N -  мерным подпространством в  )(2 RL . 

Что и требовалось доказать. 

Как  известно из теории гильбертовы пространств ,  элемент  )(
0 2




 hxC
N

m −
=

 является 

наиближайшим к элементу 
2

[0,1]

2

( ) ( )i x

mx x       тогда и только тогда , когда разность    

2

[0,1]

02 2

( ) ( ) ( )
N

i x

m mx x C x h 




   
=

   − −    ортогональна  каждому элементу 

Nhxm ,...,1,0),(
2

=−    в  )1,0(2L  [1].  

Имея в виду  это имеем  

( ) 0, 0,1,...,h N  = = .                                                                   (15) 

Из этой леммы и из теории существование и  единственности  наилучшего   

приближения подпространством  следует существование и  единственность оптимальной 

квадратурной формулы типа Фурье.   

Теорема 2. Оптимальная квадратурная формула типа Фурье (1),  коэффициенты   который  

является  решением системы  линейных  уравненный (15) в пространстве Хёрмандера  

2 ( )H R
,  существует и  она является  единственная. 
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