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Название публикации: «TENGSIZLIK YORDAMIDA YECHILADIGAN BA’ZI 

MASALALAR» 

 

Annotatsiya: Ushbu maqolada ko’p masalalarni tengsizlik yordamida yechish 

bo‘yicha metodik tavsiyalar berilgan. Tengsizliklarni yechish uchun kerakli teoremalar 

isboti bilan berilib, qaysi holatlarda ishlatilishi keltirib o’tilgan. 

Kalit so‘zlar: Tengsizliklar, o’rta arifmetik qiymat, o’rta geometrik qiymat, garmonik 

qatorlar, yaqinlashuvchi qatorlar, qatorning qismiy yig’indilari 

 

«НЕКОТОРЫЕ ПРОБЛЕМЫ, РЕШАЕМЫЕ НЕРАВЕНСТВОМ » 

Элмурадова Хилола Ботировна 

Бухарский государственный университет, Физико-математический факультет 

 

Аннотация: В данной статье даны методические рекомендации по решению 

многих задач с использованием неравенств. Теоремы, необходимые для решения 

неравенств, приведены с доказательством, и в каких случаях они используется 

Ключевые слова: Неравенства, среднее арифметическое значение, среднее 

геометреческое значение, гармонические ряды, приближающиеся ряды, 

частичные суммы ряда 

 

Ko’p masalalarimiz tengsizliklar orqali hal qilinishi sababli, uni o’rgatish pedagogdan 

chuqur ilmiy bilimni talab qiladi. Masalalar turlicha bo’lganligi sababli, ([2], [3], [6]) 

ularga tengsizliklarni tadbiq qilish ham turlicha bo’ladi. ([3], [5], [6], [7],) Masalalarga 

o’ziga xos yondashish ham ilmiy, ham pedagogik bilimni talab qiladi. 

Matematika fanida tengsizliklarning o’rni qanday?  Qaysi hollarda ulardan 

foydalaniladi? Qanday masalalar tengsizliklarga olib kelib hisoblanadi? Bu savollarga 

javoblarni ba’zi hollarini shu maqolada ko’rib o’tamiz. 
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Ba’zi masalalar o’rta arifmetik qiymat va o’rta geometrik qiymatlarning o’zaro 

bo’g’lanishiga keltiriladi. ([1], [5], [6]) Maqolada o’rta arifmetik qiymat va o’rta 

geometrik qiymat orasidagi bog’lanishlarga doir teoremalar keltirilgan va bu 

teoremalar yordamida yechiladigan masalalar qaralgan. 

1. O‘rta arifmetik va o‘rta geometrik qiymatlar. 

Agar nxxx ,...,, 21  lar musbat sonlar bo‘lsa, u holda  

n

xx
a n


...1 , 

n
nxxg ...1  

sonlariga mos ravishda nxxx ,...,, 21  sonlarining o‘rta arifmetik va o‘rta geometrik 

qiymatlari deyiladi. Bu sonlar uchun fransuz matematigi O.Koshi tomonidan ag   

ekanligi isbotlangan. Bu isbotni keltirishdan oldin yordamchi teoremani bayon kilib 

isbotlaymiz. 

Teorema 1. Agar n  ta nxxx ,...,, 21  sonlarning kupaytmasi 1 ga teng, ya’ni 1...1  nxx  

bo‘lsa, u holda  

nxx n  ...1  

tengsizlik o‘rinlidir. 

Isbot. Matematik induksiya usulidan foydalanib isbotlaymiz. Avvalo teorema tasdig‘i 

2n  hol uchun o‘rinli ekanligini, ya’ni 121 xx  tenglikdan 221  xx  tengsizlik kelib 

chikishini isbotlaymiz. Bu masalani hal kilish uchun ikkita holni qaraymiz: 

1-hol. 121  xx  bo‘lsin. Bu holda 221  xx  bo‘lib, teorema isboti tugaydi. 

2-hol. 210 xx   bo‘lsin. Bu holda 121 xx  ekanligidan 11 x  va 12 x  bo‘lishi kelib 

chiqadi. Ushbu  

1)1)(1( 211221  xxxxxx  

tenglikka ko‘ra  

)1)(1(1 212121  xxxxxx                                          (1) 

munosabatni hosil qilamiz. 

Ta’kidlash joizki, (1)- tenglik 1x  va 2x larga hech kanday cheklovlarsiz o‘rinlidir. 

121 xx  shartga kura 
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)1)(1(2 2121  xxxx  

tenglik o‘rinlidir. Nihoyat 21 1 xx   bo‘lganligi uchun 0)1)(1( 21  xx , shu sababli 

221  xx . Shunday qilib, teorema 2n hol uchun isbotlandi. E’tirof qilish lozimki, 

221  xx  tenglik faqat va faqat 21 xx   bo‘lgandagina bajariladi. Agar 21 xx   bo‘lsa, u 

holda 221  xx . 

Endi matematik indutsiya metodiga tayangan holda teorema tasdig‘i kn   uchun 

o‘rinli, ya’ni agar 1...21 kxxx bo‘lsa, u holda 

kxxx k  ...21  

o‘rinli bo‘lsin deb faraz qilib, teorema tasdig‘ini 1 kn  uchun isbotlaymiz. Shunday 

qilib, agar 1... 121 kk xxxx  bo‘lsa, u holda 

1... 121   kxxxx kk  

ekanligini isbotlaymiz, bunda 0,0,...,0,0 121  kk xxxx . 

Avvalo shuni ta’kidlash lozimki, agar  

1... 121 kk xxxx  

bo‘lsa, quyidagi ikki hol bo‘lishi mumkin:  

1) barcha 121 ,,...,, kk xxxx  ko‘paytuvchilar bir xil, ya’ni 121 ...  kk xxxx ; 

2) ko‘paytuvchilarning kamida bittasi qolganlaridan farq qiladi. 

Birinchi holda har bir ko‘paytuvchi 1 ga teng, ularning yig‘indisi esa 1k  ga teng, ya’ni  

1... 121   kxxxx kk  

Ikkinchi holda esa 121 ,,...,, kk xxxx  ko‘paytuvchilar orasida birdan kattalari ham, birdan 

kichiklari ham topiladi. Chunki, agar barcha ko‘paytuvchilar birdan kichik bo‘lsa, 

ularning ko‘paytmasi ham birdan kichik bo‘lar edi.  

Faraz qilaylik, aniqlik uchun 11 x , 11 kx  bo‘lsin. 

U holda  

1...)( 3211  kk xxxxx . 

111  kxxy  deb olib, 1...321 kxxxy ni hosil qilamiz. Bu yerda k  ta musbat sonning 

ko‘paymasi birga teng, farazimizga ko‘ra, ularning yig‘indisi k  dan kichik emas, ya’ni 

kxxy k  ...21  
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Biroq 

1)1(

)...(...

111111

1113211321









xyxkxyxk

xyxxxxyxxxxx

kk

kkkk

 

Endi 111  kxxy  ekanligini hisobga olib 

)1)(1()1(

1)1(...

11

11111321

xxk

xxxxkxxxxx

k

kkkk









 

ni hosil qilamiz. 11 x  va 11 kx  bo‘lganligi uchun 0)1)(1( 11  xxk  o‘rinli bo‘ladi va 

shu sababli  

1)1)(1()1(... 111321   kxxkxxxxx kkk  kelib chiqadi. 

Shunday qilib, 1-teorema to‘liq isbot bo‘ldi. 

1-teorema tadbiqlariga oid misollar qaraymiz. 

1-misol. Agar nxxx ,...,, 21  lar musbat sonlar bulsa,  

n
x

x

x

x

x

x

x

x n

n

n  

1

1

3

2

2

1 ...  

ekanligini isbotlang, bunda tenglik belgisi bajarilishi uchun nxxxx  ...321  bo‘lishi 

zarur va yetarlidir. 

Yechish. Ma’lumki, 

1...
1

1

3

2

2

1  

x

x

x

x

x

x

x

x n

n

n . 

U holda qaralayotgan tengsizlik 1-teoremadan kelib chiqadi. Tenglik belgisi esa faqat 

1...
1

1

3

2

2

1  

x

x

x

x

x

x

x

x n

n

n  

bo‘lganda, ya’ni nxxxx  ...321  bo‘lganda bajariladi. 

Endi asosiy tengsizlikni isbotlaymiz. 

Teorema 2. Musbat sonlarning o‘rta geometrigi shu sonlar o‘rta arifmetigidan katta 

emas. Agar nxxx ,...,, 21  sonlardan kamida bittasi qolganlaridan farqli bo‘lsa, bu 

sonlarning o‘rta geometrigi shu sonlar o‘rta arifmetigidan qat’iy kichik bo‘ladi. 

Isbot. n xxg 21 ...  tenglikdan  
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n
n

g

x

g

x

g

x
 ...1 21  

yoki 

1...21 
g

x

g

x

g

x n
 

tenglikni hosil qilamiz. n  ta musbat sonlar ko‘paytmasi birga teng bo‘lganligi uchun 

1-teoremaga ko‘ra bu sonlarning yig‘indisi n  dan kichik emas, ya’ni  

n
g

x

g

x

g

x n  ...21
. 

Oxirgi tengsizlikning ikkala tomonini g ga ko‘paytirib, so‘ngra n bo‘lib 

g
n

xxx
a n 




...21  

hosil qilamiz. Ta’kidlash joizki tenglik bajarilishi uchun 

1...21 
g

x

g

x

g

x n
, ya’ni gxxxx n  ...321  

bajarilishi zarur va yetarlidir. Agar nxxx ,...,, 21  sonlardan kamida bittasi qolganlaridan 

farq qilsa, u holda ga  bo‘ladi. 2-teorema isbotlandi. 

2-misol. Ushbu  

2,
2

1
! 







 
 n

n
n

n

                                                           (2) 

tengsizlikni isbotlang. 

Yechish. 2-teoremaga ko‘ra  

2

1

2

)1(...321
...321!










n

n

nn

n

n
nn nn  

munosabatlar o‘rinlidir. Oxirgi tengsizlikning har ikkala tomonini n -darajaga ko‘tarib 

(2) tengsizlikni hosil qilamiz. 

2. Limitlarni hisoblashda tengsizliklarning tatbiqlari. Quyidagi masalalarda 1-va 2-

punkda isbotlangan tengsizliklar yordamida yetarlicha qiyin ketma-ketliklarning 

limitlarini hisoblaymiz. 

3-misol. Agar }{ nx ketma-ketlikning hadlari 

n
xxxx n

n

1
)1(...

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
1,...,

3

1

2

1
1,

2

1
1,1 1

321
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Tengliklar orqali aniqlangan bo‘lsa, u holda n
n

x


lim ni hisoblang. 

Yechish. Berilgan ketma-ketlikning nx2  hadini  

nnn

nnn

nnn

nn
x n

2

1
...

2

1

1

1

)
1

...
3

1

2

1
1(

2

1

12

1
...

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
1

)
2

1
...

6

1

4

1

2

1
(2

2

1

12

1
...

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
1

2

1

12

1
...

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
12
























 

kabi yozib olamiz. 

nnn
zn

2

1
...

1

11



  

belgilash olamiz. Demak, 
n

zx nn

1
2   ekan. Lekin 2lnlim 


n

n
z . Shunday qilib, 

2ln)
1

(limlim 2 
 n

zx n
n

n
n

. 

Shuni ta’kidlab o‘tish joizki, 
12

1
212




n
xx nn

 va bunga ko‘ra 

2ln)
12

1
(limlim 212 







 n
xx n

n
n

n
. 

Shunday qilib, 

2lnlim 


n
n

x  

natijaga kelamiz. 

Izoh: nn aaxaaxax  ...,...,, 121211  sonlari  

......321  naaaa  

ketma-ketlikning qismiy yig‘indilari deyiladi. Agar qatorning qismiy yig‘indilari 

ketma-ketligi yaqinlashuvchi bo‘lsa, berilgan qator yaqinlashuvchi deyiladi. Bu holda 

n
n

xS


 lim soni qatorning yig‘indisi deyiladi. 

3-misolga ko‘ra  



799 
 

...
2

1

12

1
...

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
1 




nn
 

Qator yaqinlashuvchi bo‘lib, 2ln  ga teng limitga ega bo‘ladi. 
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