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Название публикации: «KASR TARTIBLI INTEGRALLAR TO’G’RISIDA 

BOSHLANG’ICH TUSHUNCHALAR VA ULARNING QO’LLANILISHI 

HAQIDA» 

 

 Annotasiya. Maqolada kasr tartibli integrallarning kelib chiqish tarixi haqida 

qisqacha ma'lumotlar keltirilgan. Bunda har bir olimning hissasi alohida-alohida aytib 

o‘tilgan. Gyol'der sinfi to‘g‘risida tushunchalar berilgan. Kasr tartibli integrallarning 

sodda xossalari bayon qilingan va ayrim elementlar funksiyalarning integrallarini 

hisoblash yo‘llari ko‘rsatilgan. 

 Kalit so‘zlar: darajali funksiya, kesma, Gyolder ko'rsatkichi, Lipshits sinfi, 

o'lchanadigan funksiyalar, kasr tartibli integral, Abel integrali, matematik induktsiya, 

butun son, operatorlar, Betta va Gamma funksiyalari. 

 

НАЧАЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ ОБ ИНТЕГРАЛАХ ДРОБНОГО  

ПОРЯДКА И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 

Шукурова Мубаширахон Фуркатовна 

Физика-математический факультет,  

Бухарский государственный университет 

 

 Аннотация. В статье кратко изложена история возникновения  интегралов 

дробного порядка. Вклад каждого ученого отмечено отдельно. Приведены 

понятия класса Гельдера. Описаны простые свойства интегралов дробного 

порядка, а также указаны способы вычисления интегралов ряд элементарных 

функций. 

 Ключевые слова: степенная функция, отрезок, показатель Гёльдера, класс 

Липшица, измеримые функции, интеграл дробного порядка, интеграл Абеля, 

математическая индукция, целые числа, операторы, функции Бета и Гамма. 
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𝑑𝑝𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑝
  ning butun bo'lmagan (kasr) qiymatlariga differentsial tushunchasini 

umumlashtirish g'oyasi integral hisob-kitobdan oldin paydo bo'lgan. Tarixda bunday 

g'oyani muhokama qilishga birinchi urinishi G. Leybnitsning yozma ishlarida mavjud. 

G.Leybnitsning ikkita funksiyani o’zgarishini hisoblash, y’ani differensiallash 

haqidagi teoremaga oid xatlaridan birida J. Bernuli ushbu teorema differensiallashning 

butun bo'lmagan (kasr) tartibida bo'lganida teoremaning ahamiyati haqida so'ragan.  

          Bundan tashqari, G. Leybnits G. Lopitalga (1695) va Uollisga (1697) 

maktublarida, 1/2 tartibli differensiallar va hosilalarni ko'rib chiqish imkoniyati 

to'g'risida bir necha bor izoh bergan. 

 Birinchi qadam L. Eyler tomonidan amalga oshirilgan deyish mumkin. O’z 

o’rnida darajali funksiyasining (
𝑑𝑝𝑦

𝑑𝑥𝑝
 ) kasr tartibli differensialini hisoblash natijasi P. P. 

Laplasning butun bo'lmagan soniga ma'no berish mumkinligi haqida fikrlar bayon 

qilganligini unutmaslik lozim. 

 S. Lakroix 

∫ 𝑇(𝑡)𝑡−𝑥𝑑𝑡 

bilan ifodalangan funksiyalarning butun bo'lmagan sonini differensiallash 

imkoniyatini taklif qilgan  
𝑑1/2𝑦

𝑑𝑥1/2
 ni darajali funksiyasidan olishning aniq formulasi 

takrorlangan 

∫
𝜑(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝜇
= 𝑓(𝑥), 𝑥 > 𝑎, 0 <

𝑥

𝑎

𝜇 < 1. 

 Keyingi bosqichda 

        
𝑑𝑝𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑝 =
1

2𝜋
∫ 𝜆𝑝𝑑𝜆 × ∫ 𝑓(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 (𝑡𝑥 − 𝑡𝜆 +

𝑝𝜋

2
) 𝑑𝑡 

∞

−∞

∞

−∞

 

tenglikni qo'llashni taklif etgan. 

 Yuqorida qayd qilingan ma’lumotlarni kasrl tartibli integral tenglama bilan 

bog'liq holda N. Abelning ilmiy asarlarida uchratish mumkin: 
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∫
𝜑(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝜇
= 𝑓(𝑥), 𝑥 > 𝑎, 0 <

𝑥

𝑎

𝜇 < 1. 

 Aytish joizki, kasr tartibli integrallarni o’rganishda Gyolder sinflari muhim rol 

o’ynaydi. Ushbuni inobatga olib H0
λ(p) va Lp(p) sinflar haqida tushunchalarni taqdim 

etamiz [1]. 

  𝐇𝛌  va 𝐇𝛌(𝐩)sinflar. Ω =  [𝑎, 𝑏 ] bo’lsin, bu erda −∞ ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ ∞. Ω 

chegaralangan kesma, yarim o'q yoki butun o'q bo'lishi mumkin. Agar yarim va butun 

o'qlar bo'lsa, odatdagidek, biz R1 = [−∞, ∞), R+
1 = [0, ∞) va R1 bilan bitta cheksiz 

to'g'ri chiziqni belgilaymiz. Gyolderning sinflarini chegaralangan kesmada qaraymaiz. 

 Ω da aniqlangan 𝑓(𝑥) funksiya Ω sohasida  

|𝑓(𝑥1) −  𝑓(𝑥2)| ≤ 𝐴|𝑥1 − 𝑥2 |𝜆 

shartni qanoatlantirsin. Ushbu shartni qanoatlantirvchi funksiyalar Gyolderning sinfiga 

tegishli deyiladi. 

 Barcha 𝑥1, 𝑥2 ∈ Ω, uchun, A doimiy va λ - Gyolder ko'rsatkichi deyiladi.  

 H1(Ω) sinfi ko'pincha Lipshits sinfi deb nomlanadi. 

 Kasrli tartibli intagral tushunchasi Abel integral tenglamasi bilan chambarchas 

bog'liq, shuning uchun ushbu tenglamani yechishdan boshlash qulay. Birinchidan, 

integrallanuvchi funksiyalar sinfiga formal yechimlarni beramiz. Abel tenglamasini 

yechimidan foydalanib, konstruktiv ravishda kasr tartibli integralning teskari 

operatsiyasi sifatida foydalanish mumkin. 

 

KASR TARTIBLI INTEGRALNING TA’RIFI VA XOSSALARI 

 

          Integral tenglamani 

1

Г(𝛼)
∫

𝜑(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼 =
𝑥

𝑎

 𝑓(𝑥), 𝑥 >  𝑎 

qaraylik, bu erda 0 < 𝑎 < 1. Bu tenglamaga Abel tenglamasi deyiladi, biz 𝑎 > −∞ 

deb hisoblaymiz. 

 Ushbu tenglama quyidagi usul bilan echiladi: 𝑥 ni 𝑡 ga, 𝑡 ni 𝑠 ga mos ravishda 

o'zgartirib, tenglikning ikkala tomonini (𝑥 − 𝑡)−𝛼 ga ko'paytiramiz va birlashtiramiz: 
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            ∫
𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼
∫

𝜑(𝑠)𝑑𝑠

(𝑡 − 𝑠)1−𝛼
= Г(𝛼) ∫

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼 
.

𝑥

𝑎

𝑡

𝑎

𝑥

𝑎

 

          Chap tarafdagi integralni tartibini Direxli formulasiga ko'ra o'zgartirib, quyidagi 

tenglikka topamiz: 

 ∫ 𝜑(𝑠)𝑑𝑠 ∫
𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼 (𝑡 − 𝑠)1−𝛼 = Г(𝛼) ∫
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼  
 

𝑥

𝑎

𝑥

𝑠

𝑥

𝑎

. 

       𝑡 =  𝑠 +  𝜏 (𝑥 − 𝑠) ni almashtirish bajarib, ichki integralni osonlikcha hisoblash 

mumkin: 

∫ (𝑥 − 𝑡)−𝛼(𝑡 − 𝑠)𝑎−1𝑑𝑡 = ∫ 𝜏𝛼−1
1

0

(1 − 𝜏)−𝛼𝑑𝜏 =
𝑥

𝑠

 

= B(α, 1 − α) = Г(α)Г(1 − α). 

shuning uchun 

  ∫ 𝜑(𝑠)𝑑𝑠
𝑥

𝑎

=
1

Г(1 − 𝛼)
∫

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼

𝑥

𝑎

. 

                 

         Ushbu ifodani differensiallab 

𝜑(𝑥) =
1

Г(1 − 𝛼)

𝑑

𝑑𝑥
∫

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)𝛼

𝑥

𝑎

  

bo’lishini topamiz. 

         Abel tenglamasining ko’rinishi  

1

Г(𝛼)
∫

𝜑(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)1−𝛼 = 𝑓(𝑥),       𝑥 < 𝑏,
𝑏

𝑥

 

bo’lsa, quyidagi formulani olamiz: 

𝜑(𝑥) = −
1

Г(1 − 𝛼)

𝑑

𝑑𝑥
∫

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)𝛼

𝑏

𝑎

.     

 

KASRLI TARTIBLI INTEGRALNING TA'RIFI  

VA ENG SODDA XOSSASI 

            1) ∫ 𝑑𝑥
𝑥

𝑎

∫ 𝑑𝑥
𝑥

𝑎

… ∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

𝑎

=
1

(𝑛 − 1)!
∫ (𝑥 − 𝑡)𝑛−1𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

. 

          Buni isbotlash matematik induktsiya yordamida amalga oshiriladi.  
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          (𝑛 − 1)! = Г(𝑛) ni hisobga olsak, formulani o'ng tomonini 𝑛 ning butun 

bo'lmagan qiymatlari uchun ham ma'noga ega bo’lishi mumkinligini ko'ramiz. Shuning 

uchun butun son bo'lmagan tartibni quyidagicha aniqlash mumkin: 

           Ta'rif. 𝜑(𝑥) ∈ 𝐿1(𝑎, 𝑏) bo'lsin. 

          (𝐼𝑎+
𝛼 𝜑)𝑥 ≝

1

Г(𝛼)
∫

𝜑(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼
𝑑𝑡

𝑥

𝑎

,          𝑥 > 𝑎, 

           (𝐼𝑏−
𝛼 𝜑)𝑥 ≝

1

Г(𝛼)
∫

𝜑(𝑡)

(𝑡 − 𝑥)1−𝛼 𝑑𝑡
𝑥

𝑎

,         𝑥 < 𝑏, 

bu yerda 𝛼 > 0,  𝐼𝑎+
𝛼 𝜑 va 𝐼𝑏−

𝛼 𝜑 integrallar 𝛼 (kasr son) tartibli integrallar deyiladi.  

          Ulardan birinchisi ba'zan chap, ikkinchisi - o'ng tomonli integrallar deb ham 

ataladi. 𝐼𝑎+
𝛼  , 𝐼𝑏−

𝛼  operatorlari kasr tartibli integrallar operator deb ataladi. Ular Riman-

Liuvilning kasr tartibli integrallari deb ham ataladi. 

          Misol sifatida ba’zi funksiyalarning kasr tartibli integrallarini hisoblash 

yo’llarini ko’rsatamiz. 

          Izoh. Ayrim misollar [2] maqoladan olingan. 

          1-misol. φ(t) = c = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 bo’lsin. 

𝐼0
𝛼𝜑(𝑥) =

1

Г(𝛼)
∫

𝜑(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼 𝑑𝑡 =
𝑥

0

 

= ⎥𝑡 = 𝑥𝑧, 𝑑𝑡 = 𝑥𝑑𝑧, 𝑥 − 𝑡 = 𝑥 − 𝑥𝑧 = 𝑥(1 − 𝑧)⎥ = 

=
1

Г(𝛼)
∫

𝑐 𝑥 𝑑𝑧

(𝑥 − 𝑥𝑧)1−𝛼 𝑑𝑡
𝑥

0

=  
𝑐

Г(𝛼)
∫

 𝑥 𝑑𝑧

𝑥1−𝛼(1 − 𝑧)1−𝛼 𝑑𝑡
𝑥

0

= 

𝑐

Г(𝛼)
∫ 𝑥𝛼

𝑥

0

𝑧0(1 − 𝑧)1−𝛼 = 

=
𝑐𝑥𝛼

Г(𝛼)
 𝐵(1, 𝛼) = ⎥ 𝐵(𝑎, 𝑏) =

Г(𝑎)Г(𝑏)

Г(𝑎 + 𝑏)
,   Г(2) = 1,   Г(1) = 1⎥  

=
𝑐𝑥𝛼

Г(𝛼)

Г(𝑎)Г(1)

Г(𝑎 + 1)
=

𝑐𝑥𝛼

Г(𝑎 + 1)
+ 𝐶, 

bu yerda 

𝐵(𝑎, 𝑏) = ∫ 𝑥𝑎−1(1 − 𝑥)𝑏−1𝑑𝑥.
1

0

 

          2-misol. 𝜑(𝑥) = 𝑥2 bo’lsin. 
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𝐼0
𝛼𝜑(𝑥) =

1

Г(𝛼)
∫

𝜑(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼 𝑑𝑡.      
𝑥

0

 

         Bizning holda 

𝜑(𝑥) = 𝑥2 , 𝜑(𝑡) = 𝑡2 . 

𝐼0
𝛼𝜑(𝑥) =

1

Г(𝛼)
∫

𝜑(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼
𝑑𝑡 =

𝑥

0

 

⎥𝑡 = 𝑥𝑧, 𝑑𝑡 = 𝑥𝑑𝑧, 𝑥 − 𝑡 = 𝑥 − 𝑥𝑧 == 𝑥(1 − 𝑧) = 𝑧(1 − 𝑧)1−𝛼⎥ = 

1

Г(𝛼)
∫

𝑡2

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼 𝑑𝑡 = 
𝑥

0

1

Г(𝛼)
∫

𝑥2𝑧2𝑥 𝑑𝑧

(𝑥 − 𝑥𝑧)1−𝛼 =      
𝑥

0

 

=   
1

Г(𝛼)
∫

𝑥3𝑧2 𝑑𝑧

𝑥1−𝛼(1 − 𝑧)1−𝛼 =
1

Г(𝛼)
𝑥2+𝛼 ∫ 𝑧2(1 − 𝑧)𝛼−1𝑑𝑧

𝑥

0

 
𝑥

0

= 

=
1

Г(𝛼)
𝑥2+𝛼𝐵(3, 𝛼) =

1

Г(𝛼)
𝑥2+𝛼

Г(3)Г(𝛼)

Г(3 + 𝛼)
=   

𝑥2+𝛼

Г(𝛼 + 3)
+ 𝑐; 

          3-misol. 𝜑(𝑥) = 𝑥𝑛 holni qaraylik. 

𝐼0
𝛼𝜑(𝑥) =

1

Г(𝛼)
∫

𝜑(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼 𝑑𝑡.      
𝑥

0

 

         Bizning holda 

𝜑(𝑥) = 𝑥𝑛        𝜑(𝑡) =  𝑡𝑛 

𝛼 − 1 =  𝑛, ⇒   𝛼 = 𝑛 + 1. 

𝐼0
𝛼𝜑(𝑥) =

1

Г(𝛼)
∫

𝜑(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼 𝑑𝑡 =  ⎥  𝑡 = 𝑥𝑧, 𝑑𝑡 = 𝑥𝑑𝑧      
𝑥

0

 

=
1

Г(𝛼)
 ∫

𝑥𝑛𝑧𝑛𝑥 𝑑𝑧

𝑥1−𝛼(1 − 𝑧)1−𝛼

𝑥

0

=  
1

Г(𝛼)
 ∫

𝑥𝑛+1𝑧𝑛(1 − 𝑧)1−𝛼 𝑑𝑧

𝑥1−𝛼

𝑥

0

 

=
1

Г(𝛼)
 ∫ 𝑥𝑛+1𝑧𝑛(1 − 𝑧)1−𝛼 𝑑𝑧

𝑥

0

=
1

Г(𝛼)
 𝑥𝑛+1  ∫ 𝑧𝑛(1 − 𝑧)1−𝛼 𝑑𝑧

𝑥

0

 

1

Г(𝛼)
 𝑥𝑛+1𝐵(𝑛 + 1, 𝛼) =

𝑥𝑛+1

Г(𝛼)

Г(𝑛 + 1)Г(𝛼)

Г(𝑛 + 1 + 𝛼)

Г(𝑛 + 1)

Г(𝑛 + 1 + 𝛼)
 

=
𝑥𝑛+𝛼  𝑛!

Г(𝑛 + 1 + 𝛼)
+ 𝐶.  

          Yuqorida keltirilgan misollardan ko’rinib turibdiki, 3-misol 2-misolning 

umulashmasi hisoblanadi. 
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          4-misol. 𝜑(𝑥) = 𝑥−1  bo’lsin. 

𝐼0
𝛼𝜑(𝑥) =

1

Г(𝛼)
∫

𝜑(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼
𝑑𝑡.   

𝑥

0

 

         Bizning holda 

𝜑(𝑥) = 𝑥−1        𝜑(𝑡) =  𝑡−1 

1

Г(𝛼)
∫

𝜑(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼 𝑑𝑡
𝑥

0

=   
1

Г(𝛼)
∫

𝑡−1

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼 𝑑𝑡 =     
𝑥

0

 

=
1

Г(𝛼)
  ⎥ 𝑡 = 𝑥𝑧, 𝑑𝑡 = 𝑥𝑑𝑧⎥ = 

=
1

Г(𝛼)
 ∫

𝑥−1𝑧−1𝑥 𝑑𝑧

𝑥1−𝛼(1 − 𝑧)1−𝛼

𝑥

0

=
1

Г(𝛼)
 𝑥𝛼−1 ∫ 𝑧−1(1 − 𝑧)1−𝛼𝑑𝑧 =

𝑥

0

  

=
1

Г(𝛼)
 𝑥𝛼−1𝐵(0, 𝛼) =  

𝑥𝛼−1

Г(𝛼)

Г(0)Г(𝛼)

Г(𝛼)
=

𝑥𝛼−1

Г(𝛼)
. 

          5-misol. 𝜑(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 funksiyani α (0 < α < 1) − tartibli hosilasini toping. 

         Ushbu qarayotgan misol [2] da keltirilgan. Misolni yechishni yo’lini va ayrim 

qismlarini keltiramiz. Buning uchun berilgan funksiyani, y’ani 𝑠𝑖𝑛𝑥 − funksiyani 

Makloren qatoriga yoyib olamiz. 

𝜑(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 = ∑(−1)𝑘+1

∞

𝑘=0

𝑥2𝑘+1

2𝑘 + 1
=  

−𝑥 +
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
+

𝑥7

7!
+

𝑥9

9!
+  … +

(−1)𝑘+1𝑥𝑘

(2𝑘 + 1)!
… 

        Endi uni kasr tarttibli hosilasini topamiz. Buning uchun qatorni  

𝐼0
𝛼𝜑(𝑥) =

1

Г(𝛼)
∫

𝜑(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼
𝑑𝑡

𝑥

0

 

integralga eltib qo‘yamiz. 

𝜑(𝑥) = −𝑡 +
𝑡

3!
+

𝑡5

5!
+

𝑡7

7!
+

𝑡9

9!
+  … +

(−1)𝑘+1𝑡2

(2𝑘 + 1)!
+ ⋯ 

𝐼0
𝛼𝜑(𝑥) =

1

Г(𝛼)
∫ (−𝑡 +

𝑡

3!
+

𝑡5

5!
+

𝑡7

7!
+  … +

(−1)𝑘+1𝑡2

(2𝑘 + 1)!
… . )

𝑥

0

𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑥𝑧)1−𝛼
= 

−
𝑥𝛼+1

Г(𝛼 + 2)
+

𝑥𝛼+3

Г(𝛼 + 4)3!
−

𝑥𝛼+5

Г(𝛼 + 6)5!
+

𝑥𝛼+7

Г(𝛼 + 8)7!
−

𝑥𝛼+9

Г(𝛼 + 10)9!
+ ⋯ 
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1

Г(2𝑘 + 2 + 𝛼)(2𝑘 + 1)!
(−1)𝑘+1𝑥2𝑘+𝛼+1(2𝑘 + 1)! + ⋯ 

𝑥𝛼+1

Г(𝛼 + 2)
+

𝑥𝛼+3

Г(𝛼 + 4)3!
−

𝑥𝛼+5

Г(𝛼 + 6)5!
+

𝑥𝛼+7

Г(𝛼 + 8)7!
−

𝑥𝛼+9

Г(𝛼 + 10)9!
+ ⋯ 

(−1)𝑘+1𝑥2𝑘+𝛼+1

Г(2𝑘 + 2 + 𝛼)
… + 𝐶.                                                          (1) 

 Endi sinus va kosinus funksiyalarini 𝑥 − 𝑎 argumenti bo‘yicha kasr tartbli 

integralini hisoblaymiz. 𝐼𝑎+
𝑎 𝜑(𝑥 − 𝑎) operatori 𝐼0

𝛼𝜑(𝑥) operatordan ko‘ra 

umumlashgan operator hisoblanadi. Chunki birinchi operatorning (𝑥 − 𝑎) 

argumentidagi 𝑎 ning o‘rniga ixtiyoriy sonni (xususan, nolni ham) qo‘ysak bo‘ladi. 

 Yuqorida keltirilgan ta'rifga ko‘ra, 𝐼𝑎+
𝛼 𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑎) , 𝑥 > 𝑎 quyidagi ko‘rinishda 

bo‘ladi: 

𝐼𝑎+
𝛼 𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑎) =

1

Г(𝛼)
∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑡 − 𝑎)

𝑥

𝑎

(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡. 

𝑠𝑖𝑛( 𝑡 −  𝑎) funksiyani 𝑎 nuqta atrofida Teylor qatoriga yoyamiz (e’tibor qilaylik, 

𝐼0
𝛼𝜑(𝑥) operatorini 𝑠𝑖𝑛𝑥 funksiyaga qo’llaganimizda uni Makloren qatoriga (xususiy 

hol) yoygan edik): 

𝐼𝑎+
𝛼 sin(𝑥 − 𝑎) =

1

Г(𝛼)
∑

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

 ∫(𝑡 − 𝑎)

𝑥

𝑎

 2𝑘+1  (𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡. 

          Endi [3-8] dagi  

𝐵(𝑧, 𝑤) = ∫ 𝑡𝑧−1

1

0

(1 − 𝑡)𝑤−1𝑑𝑡 

formulani inobatga olib 

∫(𝑡 − 𝑎)

𝑥

𝛼

 2𝑘+1  (𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡 

integralni hisoblaymiz. Buning uchun 

𝑡 =  𝑎 + 𝜏(𝑥 − 𝑎) 

ifoda orqali o‘zgaruvchilarni almashtiramiz: 
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𝐼𝑎+
𝛼 𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑎) =

1

Г(𝛼)
∑

(−1)𝑘(𝑥 − 𝑎)2𝑘+1+𝛼

(2𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

 ∫ 𝜏

1

0

 2𝑘+1  (1 − 𝜏)𝛼−1𝑑𝑡 

=  
1

Г(𝑎)
∑

(−1)𝑘    (𝑥 − 𝑎)2𝑘+1+𝛼

(2𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

𝐵(2𝑘 + 2, 𝛼) 

=
1

Г(𝑎)
∑

(−1)𝑘  (𝑥 − 𝑎)2𝑘+1+𝑎

(2𝑘 + 1)!

∞

𝑘=0

 
Г(2𝑘 + 2)Г(𝛼)

Г (2𝑘 + 2 + 𝛼)
= 

∑
(−1)𝑘 (𝑥 − 𝑎)2𝑘+1+𝑎

Г(2𝑘 + 2 + 𝛼)

∞

𝑘−0

= (𝑥 − 𝛼)𝑎 ∑
(−1)𝑘(𝑥 − 𝑎)2𝑘+1

Г (2𝑘 + 2 + 𝛼)
.

∞

𝑘=0

 

 Г (2𝑘 + 2 + 𝛼) − Eylerning Gamma funksiyaga Lejandrning 

Γ(2𝑧) =
22𝑧−1

√𝜋
Γ(z)Γ (𝑧 +

1

2
) 

ikkilanganlik formulasini qo‘llaymiz: 

Г (2𝑘 + 2 + 𝛼) =
22𝑘+1+𝛼

√𝜋
Г (𝑘 + 1 +

𝛼

2
) Г (𝑘 +

𝛼 + 3

2
). 

Г (𝑘 + 1 +
𝛼

2
) va Г (𝑘 +

𝛼+3

2
) − Eylerning bu funksiyalariga umumlashgan pasaytirish 

formulasini 

Г(𝑧 − 𝑛) =
Г(𝑧)

Г(𝑧 − 𝑛)(𝑧 − 𝑛 + 1) … (𝑧 − 1)
 

qo’llaymiz: 

Г (𝑘 + 1 +
𝛼

2
) = (1 +

𝛼

2
)

𝑘
Г (1 +

𝛼

2
),  

Г (𝑘 +
𝛼 + 3

2
) = (

𝛼 + 3

2
)

𝑘
Г (

𝛼 + 3

2
). 

  U holda quyidagiga ega bo’lamiz: 

𝐼𝑎+
𝛼 sin(𝑥 − 𝛼) =

√𝜋(𝑥 − 𝑎)𝛼+1

2𝑎+1Г (1 +
𝛼
2

) Г (
3 + 𝛼

2
)

∑
[−

1
4

(𝑥 − 𝑎)2]
𝑘

(1 +
𝛼
2

)
𝑘

(
𝛼 + 3

2
)

𝑘

∞

𝑘=0

. 

Gaussning gipergeometrik funksiyasini hosil qilish uchun yig’indi ostidagi ifodani 𝑘!  

ga ko’paytirib bo’lamiz: 
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𝐼𝑎+
𝛼 sin(𝑥 − 𝛼) =

√𝜋(𝑥 − 𝑎)𝑎+1

2𝑎+1Г (1 +
𝛼
2

) Г (
𝛼 + 3

2
)

∙ 

∑
(1)𝑘

(1 +
𝛼
2

)
𝑘

(
𝛼 + 3

2
)

𝑘

∞

𝑘=0

[−
1
4

(𝑥 − 𝑎)2]
𝑘

𝑘!
. 

Lejandrning ikkilanganlik formulasi va 

𝑝𝐹𝑞(𝛼𝑟𝛾𝑠 ; 𝑧) = ∑
∏ (𝛼𝑟)𝑘

𝑝
𝑟=1

∏ (𝛾𝑠)𝑘
𝑞
𝑠=1

∞

𝑘=0

𝑧𝑘

𝑘!
 

formulani qo‘llab 

𝐼𝑎+
𝛼 𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝛼) =

(𝑥 − 𝑎)𝑎+1

Г(𝑎 + 2) 1𝐹2 (1,1 +
𝛼

2
,
3 + 𝑎

2
; −

1

4
(𝑥 − 𝑎)2)           (2) 

ekanligini topamiz. 

 Xuddi shuningdek, 𝐼𝑎+
𝑎 𝑐𝑜𝑠(𝑥 − 𝑎) , 𝑥 > 𝑎 integralni hisoblaymiz: 

𝐼𝑎+
𝛼 𝑐𝑜𝑠(𝑥 − 𝑎) =

1

Г(𝛼)
∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑡 − 𝑎)

𝑥

𝑎

(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡 = 

=
1

Г(𝛼)
∑

(−1)𝑘

(2𝑘)!

∞

𝑘=0

 ∫(𝑡 − 𝑎)

𝑥

𝑎

 2𝑘  (𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡 = 

=  
1

Г(𝑎)
∑

(−1)𝑘    (𝑥 − 𝑎)2𝑘+𝑎

(2𝑘)!

∞

𝑘=0

∫ 𝑡2𝑘

1

0

(1 − 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡 = 

= ∑
(−1)𝑘  (𝑥 − 𝛼)2𝑘+𝑎

Г (2𝑘 + 1 + 𝛼)

∞

𝑘=0

=
√𝜋(𝑥 − 𝑎)𝛼

2𝛼
∑

(−1)𝑘 (𝑥 − 𝛼)2𝑘

Г (𝑘 +
1 + 𝛼

2
) Г (𝑘 + 1 +

𝛼
2

)

∞

𝑘−0

= 

=
√𝜋(𝑥 − 𝑎)𝛼

2𝛼 Г (
1 + 𝛼

2
) Г (1 +

𝛼
2

)
∑

(−1)𝑘 (𝑥 − 𝑎)2𝑘

(1 +
𝛼
2

)
𝑘

(1 +
𝛼
2

)
𝑘

∞

𝑘=0

= 

=
(𝑥 − 𝑎)𝛼

 Г (𝛼 + 1) 1𝐹2 (1,
1 + 𝛼

2
, 1 +

𝛼

2
; −(𝑥 − 𝑎)2) 

formulaga ega bo‘lamiz.  
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Yuqorida keltirilgan hisoblashlar orqali 𝐼𝑎+
𝛼 𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑎) va 𝐼0

𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝑥 lar topildi. (1) va 

(2) formulalarga e'tibor qiladigan bo‘lsak, (2) ga 𝑎 = 0 qiymat qo‘yiladigan bo‘lsa, 

haqiqatan ham (1) formula kelib chiqadi. 

Hozirgi zamon texnika asri hisoblanib, uning tez rivojlanishi barcha aniq fanlar oldiga 

yangidan-yangi katta vazifalar qoʼyishni boshladi. Shuning uchun oddiy differentsial 

tenglamalar, xususiy xosilali differensial tenglamalar sohasini rivojlantirishda eʼtiborni 

kuchaytirishni talab qilmoqda. Bunga asosiy sabab texnik masalalarni hal qilish uchun 

yangi chegaraviy masalalarni yechish usullarini takomillashtirish va ularning amaliy 

tadbiqlarini taʼminlash zarur boʼlmoqda. 

Differensial tenglamalarga keltiriladigan fizik, mexanik, texnik masalalardan tashqari, 

ekologiya, biologiya, meditsina, kimyo va boshqa fanlarning ham amaliy 

masalalarining matematik modellari oddiy va xususiy hosilali differentsial 

tenglamalarga keltiriladi. Bunda tenglamalar uchun korrekt qoʼyilgan chegaraviy 

masalalarni oʼrganish zaruriyati dolzarb hisoblanadi. Yuqoridagi aytilgan masalalar 

ikkinchi tartibli xususiy hosilali differentsial tenglamalarni, shu jumladan buzilish 

chizigʼiga ega boʼlgan elliptik va giperbolik tipdagi tenlamalarni oʼrganish zarurligini 

namoyon qiladi [3-29]. Bu tenglamalarni o‘rganish jarayonida kasr tartibli integrallar 

va ularning turli kompozisiyalari keng qo‘llaniladi. Ushbu o‘rganish ishlarida qulaylik 

tug‘dirish uchun bir qator ilg‘or pedagogik texnologiyalarga asoslangan [30-35] ilmiy 

izlanishlar olib borilgan.  

O‘rganilayotgan mavzuni boshqa fanlar bilan integratsiyasi haqida qisqacha ma'lumot 

keltiramiz. Tabiatda populyasiyaning turli xil tiplari uchraydi: yopiq; panmiktik; 

mendelcha va muvozanatlangan populyasiya. Fanda mavjud bo‘lgan ideal populyasiya 

tushunchasi tabiatda uchramaydi va u faqat matematik modellarda hisobga olinadi. 

Chunki matematik modellarni qurishda barcha parametrlarni hisobga olish o‘ta 

murakkab masalalarga olib keladi va uni o‘rganish ishlari ham bir qator qiyinchiliklar 

tug‘diradi. Masalan, baliqlar populyasiyani o‘rganish jarayonida ularning aralashib 

ketishiga geografik (suv havzasi, tog‘, o‘rmon, cho‘l), biologik (jinsiy apparatning 

tuzilishida kuyikish va uya qurish), ekologik omillar ta'sir ko‘rsatishini inobatga olish 

katta qiyinchiliklar tug‘diradi. Bularning barchasi bu populyasiyaning matematik 
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modelini qurish uchun muammoli masaladir. Shuning uchun, matematik modellarni 

tuzishda bir qancha parametrlarni inobatga olishda va ularni hisoblashda turli farazlar 

(shuningdek, ideallashtirishlar) kiritiladi.   

Matematik modellar oddiy differensial tenglamalar sistemalari va tengsizliklar 

yig‘indisidan iborat bo‘lib, ularning yechimlari yordamida u yoki bu omilning ta'sir 

kuchi o‘zgarishini oldindan aytib berish mumkin. Masalan populyasiya jarayoni oddiy 

differensial tenglamalar sistemalari orqali ifodalangan bo‘lsa, bu kabi tenglamalarni 

sifatiy tahlil qilish orqali kerakli natijalarni olish mumkin. Shu va shunga o‘xshash 

oddiy va xususiy hosilali differensial tenglamalarning biologik jarayonlarni ifodalashi 

[36-48] adabiyotlarda bayon qilingan. 

Bundan tashqari, kasr tartibli integrallar tushunchasi va ularni umumlashtirish zarurati 

termodinamik jarayonlarni o‘rganishda yuzaga keladi. Masalan, 1/2-tartibli 

differensial tenglamalar haroratning o‘zgarishi iqlim tizimlarini nazorat qilish 

inshootlari, diffuziya jarayonlari superkondensatorlarni zaryad qilish kabi ba'zi 

jismoniy jarayonlarni tasvirlaydi.  

Shuning uchun kasr tartibli hosilalarning talqinlari (aniqrog‘i kasr tartibli hosilalari 

bilan differensial tenglamalar) ob'ekt bo‘lgan diffuziya jarayonlarining tavsiflarida 

ko‘rsatiladi hamda modellashtirish asosan taqsimlangan deb hisoblanadi. Bu 

tenglamalarni yechishda asosiy rolni kasr tartibli integrallar o‘ynaydi. 
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