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®UO asTopa: Shukurova Mubashiraxon Furgatovna

Buxoro davlat universiteti

Fizika-matematika fakul’teti magistri

Hazpanue nybOaukanmu: «KASR TARTIBLI INTEGRALLAR TO’G’RISIDA
BOSHLANG’ICH TUSHUNCHALAR VA ULARNING QO’LLANILISHI
HAQIDA»

Annotasiya. Maqolada kasr tartibli integrallarning kelib chigish tarixi hagida
gisgqacha ma'lumotlar keltirilgan. Bunda har bir olimning hissasi alohida-alohida aytib
o‘tilgan. Gyol'der sinfi to‘g‘risida tushunchalar berilgan. Kasr tartibli integrallarning
sodda xossalari bayon gilingan va ayrim elementlar funksiyalarning integrallarini
hisoblash yo‘llari ko‘rsatilgan.

Kalit so‘zlar: darajali funksiya, kesma, Gyolder ko'rsatkichi, Lipshits sinfi,
o'lchanadigan funksiyalar, kasr tartibli integral, Abel integrali, matematik induktsiya,

butun son, operatorlar, Betta va Gamma funksiyalari.

HAYAJIBHBIE ITOHATHUSA Ob UHTEI'PAJIAX TPOBHOI'O
HOPAAKA U UX TPUJIOKEHUSA
[ykypoBa My6Gamupaxon dypkatoBHa
dusnka-MaTreMaTHICCKUi (aKyIbTeT,

byxapckuii rocyjapCTBEHHBI YHUBEPCUTET

AHHOTanus. B cTaThe KpaTKO U3JI0KEHA UCTOPHSI BOBHUKHOBEHHSI MHTETPAIOB
npoOHOro mopsiaka. Bxmam KakIoro ydeHoro OTMEYEHO OTaenbHO. [IpuBenensl
noHsATUd knacca ['enbaepa. OmucaHbl NPOCThIE CBOMCTBA HMHTErPAIOB JPOOHOIO
MOpsiIKa, a TakKe yKa3aHbl CIIOCOOBI BBIYMCIICHUSI MHTETPAJIOB PSJ IJIIEMEHTAPHBIX
byHKIUH.

KuroueBble ciioBa: creneHHas PyHKIMs, OTPE30K, mokazarelsb [ €nbaepa, Kiace
Jlunmuna, u3MepuMble (QYHKIHUHM, UHTErpall APOOHOTO MOpsiaKa, UHTEerpan Aodens,

MareMaTuiecKasi HHAYKIUs, LeJible Yucia, oneparopsl, pynkuuu bera u 'amma.
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dP f(x)
dxP

ning butun bo'lmagan (kasr) giymatlariga differentsial tushunchasini

umumlashtirish g'oyasi integral hisob-kitobdan oldin paydo bo'lgan. Tarixda bunday
g'oyani muhokama gilishga birinchi urinishi G. Leybnitsning yozma ishlarida mavjud.
G.Leybnitsning ikkita funksiyani o’zgarishini hisoblash, y’ani differensiallash
hagidagi teoremaga oid xatlaridan birida J. Bernuli ushbu teorema differensiallashning
butun bo'lmagan (kasr) tartibida bo'lganida teoremaning ahamiyati haqida so'ragan.

Bundan tashgari, G. Leybnits G. Lopitalga (1695) va Uollisga (1697)
maktublarida, 1/2 tartibli differensiallar va hosilalarni ko'rib chigish imkoniyati
to'g'risida bir necha bor izoh bergan.

Birinchi qadam L. Eyler tomonidan amalga oshirilgan deyish mumkin. O’z
p
o’rnida darajali funksiyasining (%) kasr tartibli differensialini hisoblash natijasi P. P.

Laplasning butun bo'lmagan soniga ma'no berish mumkinligi hagida fikrlar bayon
gilganligini unutmaslik lozim.
S. Lakroix

j T(t)t *dt

bilan ifodalangan funksiyalarning butun bo'lmagan sonini differensiallash

dl/Zy
dx1/2

imkoniyatini taklif gilgan ni darajali funksiyasidan olishning anig formulasi

takrorlangan
* p(t)dt
o (x—t)#
Keyingi bosgichda

dP f(x) 1 (® *© pT
— p — N
e ——an_oo)l dA xf_oof(t) cos (tx tA + 2 )dt

= f(x), x> a, O<u<l.

tenglikni go'llashni taklif etgan.
Yugorida gayd qilingan ma’lumotlarni kasrl tartibli integral tenglama bilan

bog'lig holda N. Abelning ilmiy asarlarida uchratish mumkin:

914



¥ p(t)dt
a (X - t)“

Aytish joizki, kasr tartibli integrallarni o’rganishda Gyolder sinflari muhim rol

= f(x), x> a, o<u<l.

o0’ynaydi. Ushbuni inobatga olib H)(p) va Ly, (p) sinflar hagida tushunchalarni taqdim
etamiz [1].

H* va H*(p)sinflar. Q= [a,b] bo’lsin, bu erda —0 < a<h < o0. Q
chegaralangan kesma, yarim o'q yoki butun o'q bo'lishi mumkin. Agar yarim va butun
o'glar bo'lsa, odatdagidek, biz R! = [—o0,00),RL = [0, 0) va R? bilan bitta cheksiz
to'g'ri chizigni belgilaymiz. Gyolderning sinflarini chegaralangan kesmada garaymaiz.

Q da aniglangan f(x) funksiya Q sohasida

If (1) = fx)| < Alxy — x5 |)L
shartni ganoatlantirsin. Ushbu shartni ganoatlantirvchi funksiyalar Gyolderning sinfiga
tegishli deyiladi.

Barcha x4, x, € Q, uchun, A doimiy va A - Gyolder ko'rsatkichi deyiladi.

H1(Q) sinfi ko'pincha Lipshits sinfi deb nomlanadi.

Kasrli tartibli intagral tushunchasi Abel integral tenglamasi bilan chambarchas
bog'lig, shuning uchun ushbu tenglamani yechishdan boshlash qulay. Birinchidan,
integrallanuvchi funksiyalar sinfiga formal yechimlarni beramiz. Abel tenglamasini
yechimidan foydalanib, konstruktiv ravishda kasr tartibli integralning teskari

operatsiyasi sifatida foydalanish mumkin.
KASR TARTIBLI INTEGRALNING TA’RIFI VA XOSSALARI

Integral tenglamani

1 * @)dt
F(a)L (x—o)t=*

= f(x), x> a

garaylik, bu erda 0 < a < 1. Bu tenglamaga Abel tenglamasi deyiladi, biz a > —o
deb hisoblaymiz.
Ushbu tenglama quyidagi usul bilan echiladi: x ni t ga, t ni s ga mos ravishda

o'zgartirib, tenglikning ikkala tomonini (x — t)~% ga ko'paytiramiz va birlashtiramiz:
915



Jx dt Jt @(s)ds =F(a)fx f®)dt
= G-p*

o =), t—9)'e x — )"
Chap tarafdagi integralni tartibini Direxli formulasiga ko'ra o'zgartirib, quyidagi

tenglikka topamiz:

x x dt 3 X f(t)dt
J v | ey @ e

t = s + t(x — s) nialmashtirish bajarib, ichki integralni osonlikcha hisoblash

mumkin:

1

fx(x —t)"%(t —s)4 dt = j 11 —1) %t =

0
=B(a,1 —a) =T()T'(1 — ).
shuning uchun

1 (% f(b)dt
rll-a) ), x—t)*

f:go(s)ds =

Ushbu ifodani differensiallab

1 d (* f(t)dt

() = I'(1—a)dx q (x—1)°

bo’lishini topamiz.

Abel tenglamasining ko’rinishi

1 (P e@)dt
@), @@ x<b

x)l a
bo’lsa, quyidagi formulani olamiz:

1 b f(t)dt

PX) = —ra - a) dx ], t—x*

KASRLI TARTIBLI INTEGRALNING TA'RIFI
VA ENG SODDA XOSSASI

1) f:dx f:dx jax<p(x)dx = 1)'J (x — )" Lp(t)dt.

Buni isbotlash matematik induktsiya yordamida amalga oshiriladi.
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(n—1)! =T(n) ni hisobga olsak, formulani o'ng tomonini n ning butun
bo'lmagan qiymatlari uchun ham ma'noga ega bo’lishi mumkinligini ko'ramiz. Shuning
uchun butun son bo'lmagan tartibni quyidagicha aniglash mumkin:

Ta'rif. ¢(x) € L,(a, b) bo'lsin.

w L [F__e®
(g, go)x_r( )f (x—t)l‘“dt' x> a,

¢®)
(Ip—p)x = r()J = )1a x <b,

bu yerda @ > 0, 15, ¢ va I{_ ¢ integrallar a (kasr son) tartibli integrallar deyiladi.

Ulardan birinchisi ba'zan chap, ikkinchisi - o'ng tomonli integrallar deb ham
ataladi. 15, , Iy operatorlari kasr tartibli integrallar operator deb ataladi. Ular Riman-
Liuvilning kasr tartibli integrallari deb ham ataladi.

Misol sifatida ba’zi funksiyalarning kasr tartibli integrallarini hisoblash
yo’llarini ko’rsatamiz.

Izoh. Ayrim misollar [2] magoladan olingan.

1-misol. @(t) = ¢ = const bo’lsin.

x
Fo() = ¢ (10() j@ e f(tt))l_a dt =

= |t=xz,dt=xdz,x—t=x—xz=x(1—z)|=

B 1 ¥ cxdz . c j" x dz .
TT@)y x=x) T(a) ), x17(1 -2t

¢ * -a
mj;)x ZO(];—Z)1 =

_cx® B _ T(@r(b) _ _
= ey BL@) = |B(a,b) = tatn (@=1 M= 1l
_ex T(@r@)  cx®

" T(@T(a+1) T(a+1)

+ C,
bu yerda
1
B(a,b) =f x% (1 — x)P1dx.
0

2-misol. ¢(x) = x2 bo’Isin.
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o 1t ()
IO<p(x)—F(a) ) (x—t)l‘“dt'

Bizning holda
o(x) = x?, p(t) = t2.
1 @(t)
a — =
IO go(x) - F(a) L (x _ t)l_a dt
|t =xz,dt =xdz,x —t=x—xz==x(1-2) =z(1 —z)l‘“l =

1 (¥ x%z%xdz

F(a)f (x — t)l‘“ dt = M(a) ), (x—xz)1-a

1 +a ¥ a— —
N F(a) x1- “(1 —z)1 «~ T(a) x _[0 21—z =
e 1 L., 03l  x**¢
F( ) B3, a) = F(cx)x2 r+a) F(a+3)+c
3-misol. ¢ (x) = x™ holni garaylik.
[§o(x) = L [7_9® — dt.

[a)), (x—1t)t@
Bizning holda
p) =x" () = t"
a—1=n=> a=n+1.

1 t
I[§o(x) = F(a)J e ?(t))l_a dt = | t =xz, dt = xdz

an dz B X n+1 n(l )1—a dz
F(a) J xl-a(1 - z)l-a F(a) f x1l-a

F(a) J n+1 n(l Z)l a’dZ_ F( ) n+1 fo Zn(l_Z)l—a dz

1 x"1IT(n+ Dl(e) Tn+1
—— x"1B(n+1,a) = ( G )
I'(a) M) Tn+1+a)T(n+ 1+ a)

xn+a n!
= + C.
[(n+1+a)

Yuqorida keltirilgan misollardan ko’rinib turibdiki, 3-misol 2-misolning
umulashmasi hisoblanadi.

918



4-misol. ¢(x) = x~! bo’lsin.

o 1ot o)
[folx) = M@ ), G—pre dt.

Bizning holda
p(x)=x"1  @@) =

o (t) B
F(a)fo (x — t)1—“ dt = ['(a) f (x —t)i-@ dt

=m |t—xz dt—xdzl

x 1z7lx dz 1 o L
r(a)f (1 -2 T(a) " %Z '(1—2)"dz =
x* 1Tl (a)  x**

@ (@) T(@)  T(a)

5-misol. ¢ (x) = sinx funksiyani a (0 < a < 1) — tartibli hosilasini toping.

x*1B(0,a) =

Ushbu garayotgan misol [2] da keltirilgan. Misolni yechishni yo’lini va ayrim
gismlarini keltiramiz. Buning uchun berilgan funksiyani, y’ani sinx — funksiyani

Makloren gatoriga yoyib olamiz.

2k+1
p(x) = sinx = Z( 1)’“r1 T
x3 x5 x7 .X'9 ( 1)k+1xk
Xttt - +m...
Endi uni kasr tarttibli hosilasini topamiz. Buning uchun gatorni
1800 = —— [ 294

[a) ), (x—t)t@

integralga eltib qo‘yamiz.

t5 t7 t9 ( 1)k+1t2
p(x) = —t+ +5'+ +9 + .. +m+
t5 t7 ( 1)k+1t2 dt
Io(p(x)—r( )J ( t+— +5'+ + .. +m....>m_
xa+1 xa+3 xa+5 xa+7 xa+9

“T@+2) T@t+d3 T@a+6)s T@+8)7 Tlat10)0
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1

F(2k+2—|—a)(2k+1)!(_1)k+1x2k+a+1(2k+1)!+--.

xa+1 xa+3 xa+5 xa+7 xa+9

Ma+2) T(atd)3 T@+6)s Ta+8)7 Ta+iool
(_1)k+1x2k+a+1
FrRk+2+a)

Endi sinus va kosinus funksiyalarini x —a argumenti bo‘yicha kasr tartbli

+C. (1D

integralini  hisoblaymiz. 1%, @(x —a) operatori [§@(x) operatordan ko‘ra

umumlashgan operator hisoblanadi. Chunki birinchi operatorning (x —a)

argumentidagi a ning o‘rniga ixtiyoriy sonni (xususan, nolni ham) qo‘ysak bo‘ladi.
Yugqorida keltirilgan ta'rifga ko‘ra, Ig, sin(x — a),x > a quyidagi ko‘rinishda

bo‘ladi:
1 X
I sin(x —a) = —— | sin(t— — )* dt.
& sin(x — a) F(a)jasm( a) (x —t)

sin(t — a) funksiyani a nuqgta atrofida Teylor gatoriga yoyamiz (e’tibor qgilaylik,
I§ @ (x) operatorini sinx funksiyaga go’llaganimizda uni Makloren gatoriga (xususiy
hol) yoygan edik):

R GO
" T'(a) £ (2k + 1))

X
1%, sin(x — a) j(t — ) ?F+1 (x — )% 14,
a

Endi [3-8] dagi
1
B(z,w) = f tZ71 (1 - )W ldt
0
formulani inobatga olib

J(t _ (1) 2k+1 (X _ t)a—ldt

integralni hisoblaymiz. Buning uchun
t=a+71(x—a)

ifoda orgali o‘zgaruvchilarni almashtiramiz:

920



1 ® (_1)k(x _ a)2k+1+a
F(a) P 2k + 1)!

1%, sin(x —a) =

fT 2k+1 (1 _ T)a_ldt
0

)2k+1+a

(—D* (
) Z (Zk T PRkt

(=1 (x — a)?F*1*2 T2k + 2)T'(a)
F(a) z

2k + 1)! rk+2+a)
had (—1)k (x — q)2k+1+a ~ i e (—1)*(x — q)?k+1
kz_o rRk+2+a) (x=—a) kZO T Rk +2 +a)

I' 2k + 2 + a) — Eylerning Gamma funksiyaga Lejandrning

2z—-1

r(2z) = = Ir'(z)r (Z + %)

ikkilanganlik formulasini qo‘llaymiz:

2k+1+a a a+ 3
FrRk+2+a) = 7 r (k+1+§)r(k+ > )
r (k +1+ %) val (k + “TH) — Eylerning bu funksiyalariga umumlashgan pasaytirish
formulasini
[z —n) = I'(z—n)(z —FTEZ-I)— 1)..(z—1)
qo’llaymiz:

r (k+1+%):(1+%)kr(1 +%)

" (+5)= (), ()

U holda quyidagiga ega bo’lamiz:

1, sin(x —a) =

% 1 k
Vr(x —a)*t? z [—z (x — a)z]
)=

3+ a 1+%)k(a-2|—3)k'

2e0r (142)1 (F7) =8

Gaussning gipergeometrik funksiyasini hosil qilish uchun yig’indi ostidagi ifodani k!

ga ko’paytirib bo’lamiz:
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\/E(X _ a)a+1 .
2o (1+8)r ()

k
i <1)k [- 30— 0]
a + 3 k! '
'<=0 2 )k

1%, sin(x —a) =

Lejandrning ikkilanganlik formulasi va

[0 ]
Hf:l(ar)k i

F,(ayvs;z) =
Pl ) = ) T G

formulani qo‘llab

(x — a)a+1

I'(a+2)

I, sin(x —a) = (2)

a 3+a 1
_ . _ 2
Ty T a))

1F2 (1,1 +
ekanligini topamiz.
Xuddi shuningdek, 14, cos(x — a),x > a integralni hisoblaymiz:

1
1%, cos(x — a) =mj cos(t —a) (x —t)* 1dt =

1 < (=DF [ o
" T(@ & (26! !(t - (- 0*de =

( 1)k )2k+a ! a
F(a)z (Zk)' jtz" (1—¢t)*tdt =
0

Lo (D (- @) Vr(x - @)@ i (—1* (x — a)?

rk+1+a)  2¢ k+1;a)l“(k+1+%)=

(00

\/_(x—a)“ ( 1)k (x—a)z"

- 1+a g -
2T (%3 1+3),
(x —a)” 1+a a
= -~ 11—11 - - 2)
[(a+ 1) 12( y 1ty -a)

formulaga ega bo‘lamiz.
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Yugorida keltirilgan hisoblashlar orgali 15, sin(x — a) va I§ sin x lar topildi. (1) va
(2) formulalarga e'tibor giladigan bo‘lsak, (2) ga a = 0 qiymat qo‘yiladigan bo‘lsa,
hagigatan ham (1) formula kelib chigadi.

Hozirgi zamon texnika asri hisoblanib, uning tez rivojlanishi barcha aniq fanlar oldiga
yangidan-yangi katta vazifalar qo’yishni boshladi. Shuning uchun oddiy differentsial
tenglamalar, xususiy xosilali differensial tenglamalar sohasini rivojlantirishda e’tiborni
kuchaytirishni talab gilmogda. Bunga asosiy sabab texnik masalalarni hal gilish uchun
yangi chegaraviy masalalarni yechish usullarini takomillashtirish va ularning amaliy
tadbiglarini ta’minlash zarur bo’lmoqda.

Differensial tenglamalarga keltiriladigan fizik, mexanik, texnik masalalardan tashqari,
ekologiya, biologiya, meditsina, kimyo va boshga fanlarning ham amaliy
masalalarining matematik modellari oddiy va xususiy hosilali differentsial
tenglamalarga keltiriladi. Bunda tenglamalar uchun korrekt qo’yilgan chegaraviy
masalalarni o’rganish zaruriyati dolzarb hisoblanadi. Yuqoridagi aytilgan masalalar
ikkinchi tartibli xususiy hosilali differentsial tenglamalarni, shu jumladan buzilish
chizig’iga ega bo’lgan elliptik va giperbolik tipdagi tenlamalarni o’rganish zarurligini
namoyon giladi [3-29]. Bu tenglamalarni o‘rganish jarayonida kasr tartibli integrallar
va ularning turli kompozisiyalari keng qo‘llaniladi. Ushbu o‘rganish ishlarida qulaylik
tug‘dirish uchun bir gator ilg‘or pedagogik texnologiyalarga asoslangan [30-35] ilmiy
izlanishlar olib borilgan.

O‘rganilayotgan mavzuni boshqa fanlar bilan integratsiyasi hagida gisgacha ma'lumot
keltiramiz. Tabiatda populyasiyaning turli xil tiplari uchraydi: yopiqg; panmiktik;
mendelcha va muvozanatlangan populyasiya. Fanda mavjud bo‘lgan ideal populyasiya
tushunchasi tabiatda uchramaydi va u fagat matematik modellarda hisobga olinadi.
Chunki matematik modellarni qurishda barcha parametrlarni hisobga olish o‘ta
murakkab masalalarga olib keladi va uni o‘rganish ishlari ham bir gator qiyinchiliklar
tug‘diradi. Masalan, baliglar populyasiyani o‘rganish jarayonida ularning aralashib
ketishiga geografik (suv havzasi, tog‘, o‘rmon, cho‘l), biologik (jinsiy apparatning
tuzilishida kuyikish va uya qurish), ekologik omillar ta'sir ko‘rsatishini inobatga olish

katta qiyinchiliklar tug‘diradi. Bularning barchasi bu populyasiyaning matematik
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modelini qurish uchun muammoli masaladir. Shuning uchun, matematik modellarni
tuzishda bir gancha parametrlarni inobatga olishda va ularni hisoblashda turli farazlar
(shuningdek, ideallashtirishlar) Kiritiladi.

Matematik modellar oddiy differensial tenglamalar sistemalari va tengsizliklar
yig‘indisidan iborat bo‘lib, ularning yechimlari yordamida u yoki bu omilning ta'sir
kuchi o‘zgarishini oldindan aytib berish mumkin. Masalan populyasiya jarayoni oddiy
differensial tenglamalar sistemalari orqali ifodalangan bo‘lsa, bu kabi tenglamalarni
sifatiy tahlil qilish orqali kerakli natijalarni olish mumkin. Shu va shunga o‘xshash
oddiy va xususiy hosilali differensial tenglamalarning biologik jarayonlarni ifodalashi
[36-48] adabiyotlarda bayon gilingan.

Bundan tashgari, kasr tartibli integrallar tushunchasi va ularni umumlashtirish zarurati
termodinamik jarayonlarni o‘rganishda yuzaga keladi. Masalan, 1/2-tartibli
differensial tenglamalar haroratning o‘zgarishi iqlim tizimlarini nazorat qilish
inshootlari, diffuziya jarayonlari superkondensatorlarni zaryad qilish kabi ba'zi
jismoniy jarayonlarni tasvirlaydi.

Shuning uchun kasr tartibli hosilalarning talginlari (aniqrog‘i kasr tartibli hosilalari
bilan differensial tenglamalar) ob'ekt bo‘lgan diffuziya jarayonlarining tavsiflarida
ko‘rsatiladi hamda modellashtirish asosan taqsimlangan deb hisoblanadi. Bu

tenglamalarni yechishda asosiy rolni kasr tartibli integrallar o‘ynaydi.
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