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ERMIT MATRITSALARI VA ULARNING XOSSALARINI “BUMERANG” METODI 

ORQALI OʻRGANISH 
 

Ushbu maqolada Ermit matritsasi haqida tushuncha, uning qoʻllanilishi hamda ayrim xossalari va 

misollar berilgan. Musbat matritsalarning xossalari keltirilgan. “Bumerang” interfaol metodini qoʻllash va u 

yordamida musbat matritsalarni oʻrganish usulllari koʻrsatib oʻtilgan. 

Kalit soʻzlar: ermit, argument, kompleks, vektor, matritsa, transponerlash, musbat matritsa, funksiya, 

simmetrik. 

В этой статье представлена   информация о герметичных матрицах, их применении, а также 

некоторые их свойства и примеры. Приведены свойства положительных матриц. Показаны способы 

использования интерактивного метода “Бумеранг” и способы изучения положительных матриц с его 

помощью. 

Ключевые слова: Отшельник, аргумент, комплекс, вектор, матрица, транспондер, 

положительная матрица, функция, симметричный. 

This article provides information about sealed matrices, their application, as well as some of their 

properties and examples. The properties of positive matrices are given. he ways of using and ways of studying 

positive matrices by interactive “Boomerang” method  are shown. 

Key words: hermit, argument, complex, vector, matrix, transponder, positive matrix, function, 

symmetric. 

 

Kirish. Maqolada Ermit matrisasi va xossalari oʻqitish hamda ulardan foydalangan holda ayrim 

matrisalarni musbat matrisa boʻlishini osonlikcha koʻrsatish boʻyicha ilmiy-uslubiy tavsiyalar berilgan. Bu 

mavzu hozirgi vaqtda dolzarb boʻlib, olib borilayotgan bir qator ilmiy maqolalarda oʻz aksini [11, 15] topgan. 

Asosiy qism. Ermit matritsasini oʻqitishda ilg’or pedagogik texnalogiyalardan keng qoʻllanildi. 

Xususan, “Bumerang” metodidan foydalanildi. Ushbu metod oʻquvchilarni dars jarayonida, darsdan tashqarida 

turli adabiyotlar, matnlar bilan ishlash, oʻrganilgan materialni yodida saqlab qolish, soʻzlab berish, fikrini erkin 

holda bayon eta olish, qisqa vaqt ichida koʻp ma’lumotga ega boʻlish hamda dars mobaynida oʻqituvchi 

tomonidan barcha oʻqivchilarni baholay olishga qaratilgan. 

Metodning maqsadi. Oʻquv jarayoni mobaynida tarqatilgan materiallarning oʻquvchilar tomonidan 

yakka va guruh holatida oʻzlashtirib olishlari hamda suhbat-munozara va turli savollar orqali tarqatma 

materiallardagi matnlar qay darajada oʻzlashtirilganligini nazorat qilish va baholash jarayoni mobaynida har 

bir oʻquvchi tomonidan oʻz baholarini egallashiga imkoniyat yaratishdan iborat. 

Metodning qoʻllanishi. Amaliy mashg’ulotlar hamda suhbat-munozara shaklidagi darslarda yakka 

tartibda, kichik va jamoa shaklida foydalanilishi mumkin. 

𝐶 kompleks sonlar toʻplami, 
n

n CCС ...= - dekart koʻpayma, 𝑀𝑛(𝐶) esa elementlari kompleks sonlar 

boʻlgan barcha 𝑛 × 𝑛 matrisalar toʻplami boʻlsin. Bizga 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 kompleks son berilgan boʻlsin. 𝑥 ∈ 𝑅 

son 𝑧 ning haqiqiy qismi deyiladi va 𝑅𝑒 𝑧 kabi belgilanadi; 𝑦 ∈ 𝑅 soni esa uning mavhum qismi deyiladi va 

𝐼𝑚 𝑧 kabi belgilanadi; 𝑥 − 𝑖𝑦 kompleks songa 𝑧 ga q01oʻshma kompleks son deyiladi va 𝑧̅ kabi belgilandi; 

√𝑥2 + 𝑦2 songa 𝑧 kompleks sonning absolyut qiymati yoki moduli deyiladi va |𝑧| kabi belgilandi; 𝑎 (𝑥, 𝑦) 

vektor va OX oʻqining musbat yoʻnalishi orasidagi burchakga 𝑧 kompleks sonning argumenti deyiladi va 

arg 𝑧 kabi belgilanadi [1, 2]. Quyidagi formula oʻrinli: 
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arg 𝑧 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑦

𝑥
, 𝑎𝑔𝑎𝑟 𝑥 > 0, 𝑦 ≥ 0 𝑏𝑜′𝑙𝑠𝑎;

𝜋

2
, 𝑎𝑔𝑎𝑟 𝑥 = 0, 𝑦 > 0 𝑏𝑜′𝑙𝑠𝑎;

𝜋 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑦

𝑥
, 𝑎𝑔𝑎𝑟 𝑥 < 0 𝑏𝑜′𝑙𝑠𝑎;

3𝜋

2
, 𝑎𝑔𝑎𝑟 𝑥 = 0, 𝑦 < 0 𝑏𝑜′𝑙𝑠𝑎; 

2𝜋 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑦

𝑥
, 𝑎𝑔𝑎𝑟 𝑥 > 0, 𝑦 > 0 𝑏𝑜′𝑙𝑠𝑎;

 

Nol kompleks soni uchun uning argumenti aniqlanmagan. (∙,∙) orqali 𝐶𝑛 dagi odatdagi skalyar 

koʻpaymani belgilaymiz, ya’ni 𝑧(𝑗) = (𝑧𝑗1, … , 𝑧𝑗𝑛) ∈ 𝐶𝑛, 𝑗 = 1,2 elementlar uchun ularning skalyar 

koʻpaytmasi  

(𝑧(1), 𝑧(2)) = ∑ 𝑧1𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑧2𝑘̅̅ ̅̅  

kabi aniqlanadi [3]. 

Agar 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝐶) matritsada istalgan 𝑧 ∈ 𝐶𝑛 element uchun (𝐴𝑧, 𝑧) ≥ 0 tengsizlik bajarilsa, 𝐴 ga 

musbat aniqlangan matritsa (yoki qisqacha musbat matritsa) deyiladi. Agar barcha nolmas 𝑧 ∈ 𝐶𝑛 elementlar 

uchun (𝐴𝑧, 𝑧) > 0 tengsizlik bajarilsa, 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝐶) ga qat’iy musbat aniqlangan matritsa (yoki qisqacha qat’iy 

musbat matritsa) deyiladi. 

Agar 𝐴 − 𝐵 musbat matritsa boʻlsa, u holda 𝐴 > 𝐵 deyiladi. 

𝐶 kompleks sonlar toʻplami, 𝐶𝑛 = 𝐶 × 𝐶 × … 𝐶- dekart koʻpayma, 𝑀𝑛(𝐶) elementlari kompleks sonlar 

boʻlgan barcha 𝑛 × 𝑛 matritsalar toʻplami boʻlsin. 

Agar barcha 𝑧 ∈ 𝐶𝑛 lar uchun (𝐴𝑧, 𝑧) = (𝑧, 𝐴𝑧) tenglik bajarilsa, 𝐴𝜖𝑀𝑛(𝐶) ga ermit (yoki oʻz-oʻziga 

qoʻshma) matritsa deyiladi [4, 5].  

Boshqacha aytganda 𝐴 Ermitian boʻlishi uchun quyudagicha 𝑎𝑖𝑘 = 𝑎𝑘𝑖
∗  boʻlishi kerak.  

Ermit matritsasi - bu transponeri murrakab kompleks matritsasiga teng boʻlgan murakkab sonlarni 

kvadrat matritsasi, 𝐴𝑇 = �̅�  

Agar A matritsa (𝑚 × 𝑛) oʻlchovli boʻlsa, 𝐴 ga Ermitan boʻlgan matritsa 𝐴∗esa (𝑛 × 𝑚) oʻlchovli 

boʻladi , bunda (𝑖, 𝑗) - elementlar uchun quyidagi tenglik oʻrinli (𝐴∗)𝑖𝑗 = 𝐴𝑗𝑖
̅̅ ̅̅ .  

Ermit matritsasi koʻp hollarda 𝐴∗ yoki 𝐴𝐻 kabi belgilanadi (Hermitian inglizcha soʻzni bosh harfi). 

Lekin ba’zi hollarda quyudagicha ham belgilaydilar: 

𝐴ț - kvant mexanikasida; 

𝐴+ -ba’zi hollarda bunday belgilash bilan matritsani transponerlash belgisini almashtirish mumkin. 

Quyudagi koʻrinishdagi matritsalar 

(
1 0
0 −1

) , (
0 1 1
1 0 0
1 0 0

) , (
0 −𝑖 𝑒𝑖𝛼

𝑖 0 𝑒−𝑖𝛽

𝑒−𝑖𝛼 𝑒𝑖𝛽 3

) , (
0 −𝑖
𝑖 0

) , (
2 2 − 𝑖

2 + 𝑖 3
) 

Ermit matritsalariga misol boʻladi. 

1-teorema. Agar 𝐴, 𝐵, 𝐶, … − ermit matritsasi boʻlib va ixtiyoriy haqiqiy 𝑎, 𝑏, 𝑐, … sonlar bilan hosil 

qilingan 

𝑎𝐴 + 𝑏𝐵 + 𝑐𝐶 + ⋯ 

ifoda ham Ermit matritsasi boʻladi [6]. 

2-teorema. Agar 𝐴 matritsa Ermit matritsa boʻlsa u holda 𝐴 matritsaning ixtiyoriy darajasi ham Ermit 

matritsa boʻladi ya’ni 

𝐴𝑆 = (𝐴𝑆)+ 

Bu teoremaning isbotini oson koʻrish mumkin 

(𝐴𝑆)+ = (𝐴𝐴𝐴 … 𝐴)+ = 𝐴+𝐴+𝐴+ … 𝐴+ = (𝐴+)𝑆 = 𝐴𝑆 

3-teorema. Agar 𝐴 matritsa Ermit boʻlsa u holda A matritsaning determinant haqiqiy son boʻldi  

𝑑𝑒𝑡𝐴 = 𝑑𝑒𝑡(𝐴+) = [𝑑𝑒𝑡(𝐴)] = [𝑑𝑒𝑡 (𝐴)]∗ 

4-teorema. Agar 𝐴 matritsa Ermit matritsasi boʻlsa u holda 𝐴 matritsaga teskari boʻlgan 𝐴−1 matritsa 

mavjud boʻlib , 𝐴−1 ham Ermit matritsasi boʻladi. Isbot: 

1 = 𝐴𝐴−1 = (𝐴+)−1𝐴+ = (𝐴)−1𝐴 ; 

bu yerda 1 va 𝐴 ermit matritsasi boʻlib, (𝐴−1)+ ham ermit matritsasi boʻlishi kerak. Ushbu teoremadan 

quyidagi teorema kelib chiqadi: Teoremadan oldin quyidagi funksiyaning operatori tushunchasini koʻrib 

chiqamiz.  
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Analitik koʻrinishda berilgan 𝐹(𝑥) funksiya { 𝐹(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 , 𝐹(𝑥) =
𝑥

1−𝑥
, va boshqalar} va �̂� operator 

berilgan boʻlsin. Teylor formulasidan foydalanib 𝐹(�̂�) ning kengaytmasini topamiz: 

 𝐹(�̂�) = ∑
𝐹(𝑛)(0)

𝑛!
 𝐴�̂�

+∞

0

,                                                                   (1) 

5-teorema. Muhim teorema: 𝐹(𝑥) funksiyani 𝐹(𝐴) matritsa bilan almashtirish mumkin boʻlgan 𝑥 

haqiqiy oʻzgaruvchining haqiqiy funksiyasi boʻlsin. Ya’ni, (1) formulaga muofiq А matritsadan tuzilgan 

funksiya. Agar А ermit matritsa boʻlsa, u holda 𝐹(𝐴) ham ermit matritsa  boʻladi [7]: 

𝐹(𝐴)+ = 𝐹(𝐴). 
Isbot. Haqiqatdan ham F(x) funksiya ketma-ket kengayishi faqat haqiqiy koeffitsentlarni oʻz ichiga 

oladi va (1) va (2) chi teoremalardan quyudagi kelib chiqadi:  

𝐹(𝐴)+ = 𝐹(𝐴). 
6-teorema. 𝐴 va 𝐵 – ermit matritsalar boʻlsin va [A,B]=o boʻlsin, u holda 𝐴 va 𝐵 dan tuzilgan 𝑃 = 𝐴 ∙

𝐵 ∙ 𝐴 ∙ 𝐴 ∙ 𝐵 ∙ 𝐵 va shunga oʻxshash 𝐴 va 𝐵 dan tuzulgan yoyilma Ermit boʻladi: 

𝑃+ = 𝑃. 
Muhokamalar va natijalar. Musbat matritsalarni tavsiflovchi bir qator tasdiqlar mavjud. Mavzuga oid 

tasdiqlarni talabalar oʻzlari isbotlashsa maqsadga muofiq boʻlardi. Talabalar 5 ta guruhga boʻlinib quyidagi 

tasdiqlarni isbotlashadi [7]. 

1-tasdiq. 𝐴 musbat matritsa boʻlishi uchun u ermit matritsa boʻlib, barcha xos qiymatlari nomanfiy 

boʻlishi zarur va yetarlidir. 𝐴 qat’iy musbat boʻlishi uchun esa barcha xos qiymatlari musbat boʻlishi zarur va 

yetarlidir.  

2-tasdiq. 𝐴 musbat matritsa boʻlishi uchun u ermit matritsa boʻlib, barcha bosh minorlari nomanfiy 

boʻlishi zarur va yetarlidir. 𝐴 qat’iy musbat boʻlishi uchun esa barcha bosh minorlari musbat boʻlishi zarur va 

yetarlidir.  

3-tasdiq. 𝐴 musbat matritsa boʻlishi uchun shunday 𝐵 matritsa topilib, 𝐴 = 𝐵∗𝐵 boʻlishi zarur va 

yetarlidir. 𝐴 qat’iy musbat boʻlishi uchun esa 𝐵 singulyar boʻlmagan matritsa boʻlishi zarur va yetarlidir.  

4-tasdiq. 𝐴 musbat matritsa boʻlishi uchun shunday 𝐵 musbat matritsa topilib, 𝐴 = 𝐵2 tenglik 

bajarilishi zarur va yetarlidir. 𝐴 matritsa qat’iy musbat boʻlishi uchun 𝐵 ning qat’iy musbat boʻlishi zarur va 

yetarlidir.  

4-tasdiqdagi 𝐵 matrisa yagona boʻlib, unga 𝐴 matritsaning kvadratik ildizi deyiladi va 𝐵 = 𝐴1/2 kabi 

belgilanadi.  

Navbatdagi tasdiqni bayon qilish uchun 𝐿 orqali Yevklid fazosini, ya’ni skalyar koʻpaytma kiritilgan 

chiziqli fazoni belgilaymiz.  

5-tasdiq. 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝑀𝑛(𝐶) musbat boʻlishi uchun shunday 𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛 ∈ 𝐿 elementlar topilib,  

𝑎𝑖𝑗 = (𝑧𝑖, 𝑧𝑗), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 

tengliklar bajarilishi zarur va yetarlidir. 𝐴 qat’iy musbat boʻlishi uchun 𝑧𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 elementlar chiziqli 

bog’lanmagan boʻlishi zarur va yetarlidir.  

7-Teorema. Agar 𝐴 va 𝐵 matritsalar ermit (musbat) matritsalar boʻlsa, u holda 𝐴 + 𝐵 ham ermit 

matritsa (musbat matritsa) boʻladi. 𝐴𝐵 koʻpaytma ermit matritsa boʻlishi uchun 𝐴 va 𝐵 matritsalar kommutativ 

(ya’ni oʻrin almashinish xossasiga ega) boʻlishi zarur va yetarlidir.  

Ushbu 𝑆 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 tenglik bilan aniqlangan matritsaga 𝐴 va 𝐵larning simmetrik koʻpaytmasi 

deyiladi. Agar 𝐴 va 𝐵 ermit matritsalar boʻlsa, u holda S ham ermit matritsa boʻladi. Agar 𝐴 va 𝐵 musbat 

matritsalar boʻlsa, umuman olganda 𝑆 musbat matritsa boʻlishi shart emas.  

Har bir guruh a’zolaridan yangi guruh tashkil etiladi. Yangi guruh a’zolarining har bir guruh navbati 

bilan mustaqil oʻrgangan matnlari bilan axborot almashadilar, ya’ni bir-birlariga soʻzlab beradilar, misolni 

oʻzlashtirib olishlariga erishadilar [3]. 

1-misol. Istalgan 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅 sonlari uchun ushbu  

𝐴 = (
1 0
0 𝛼

) , 𝐵 = (
1 𝛽
𝛽 𝛽

) 

ermit matritsalarni qaraymiz. Koʻrinib turibdiki, agar 𝛼 > 0 boʻlsa, u holda 𝐴 musbat matritsa boʻladi. 

Ixtiyoriy 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2)𝜖𝐶2 element uchun  

(𝐵𝑧, 𝑧) = |𝑧1|2 + 2𝛽 𝑅𝑒(𝑧1𝑧2̅) + 𝛽 |𝑧2|2 

tenglik oʻrinlidir. 𝜑 orqali 𝑧1𝑧2̅ kompleks sonning argumentini belgilaymiz. Agarda 0 < 𝛼 < 1 

boʻlganda musbatdir. U holda 𝑅𝑒(𝑧1𝑧2̅) = |𝑧1||𝑧2|𝑐𝑜𝑠𝜑 tenglik oʻrinlidir. Shu sababli (𝐵𝑧, 𝑧) kvadratik 

formani  

(𝐵𝑧, 𝑧) = (|𝑧1| + 𝛽|𝑧2|𝑐𝑜𝑠𝜑)2 + 𝛽(1 − 𝛽) |𝑧2|2𝑐𝑜𝑠2𝜑 
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kabi tasvirlash mumkin. Shunday qilib, 𝛽𝜖(0,1) boʻlganda 𝐵 musbat matritsa boʻlar ekan.  

𝑆 matritsaning aniqlanishiga koʻra 

𝑆 = (
2 𝛽 + 𝛼𝛽

𝛽 + 𝛼𝛽 2𝛼𝛽
) 

tenglik oʻrinli boʻlib, istalgan 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2)𝜖𝐶2 element uchun  

(𝑆𝑧, 𝑧) = 2|𝑧1|2 + 2𝛽(1 + 𝛼) 𝑅𝑒(𝑧1𝑧2̅) + 2𝛼𝛽 |𝑧2|2 

tenglik oʻrinlidir. Bunda 𝛼 nolga yaqin, 𝛽 esa 1 ga yaqin son boʻlsa, u holda 𝑆 musbat matritsa boʻlmaydi 

[5].  

Masalan, 𝑧0 = (1, −4) ∈ 𝐶2 element uchun (𝑆𝑧0, 𝑧0) = 2 − 8𝛽(1 + 𝛼) + 32𝛼𝛽 tenglik oʻrinlidir. 

Agar 𝛼 = 1/32 va 𝛽 = 32/33 deb olinsa, u holda.  

(𝑆𝑧0, 𝑧0) = −
166

33
< 0 . 

Xulosa. 2019-2020-oʻquv yili va 2020-2021-oʻquv yilida tahsil olgan talabalarning Ermit matritsalar va 

ularning xossalari oʻrganganlik natijalarini aniqlash boʻyicha oʻtkazilgan test natijalari tahlil qilinganda va 

talabalar bilan suhbatlar oʻtkazilganda, mavzuni maqolada keltirilgani kabi oʻqitilishi, misollar yechib 

koʻrsatilishi va shu yoʻnalishda chop etilgan ilmiy maqolalar namoyish qilinishi ijobiy baholandi. 
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