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3-bosgich talabasi

ERMIT MATRITSALARI VA ULARNING XOSSALARINI “BUMERANG” METODI
ORQALI O‘RGANISH

Ushbu magolada Ermit matritsasi hagida tushuncha, uning go ‘llanilishi hamda ayrim xossalari va
misollar berilgan. Musbat matritsalarning xossalari keltirilgan. “Bumerang” interfaol metodini go ‘llash va u
yordamida musbat matritsalarni o ‘rganish usulllari ko ‘rsatib o tilgan.

Kalit so‘zlar: ermit, argument, kompleks, vektor, matritsa, transponerlash, musbat matritsa, funksiya,
simmetrik.

B smou cmamove npedcmaeﬂelm qubopMauuﬂ O 2epmMemMuUYHbIX mampuyax, ux npumeHernuu, a nakoace
HeKomopble Ux ceolicmea u npumepul. HpueedeHbz CEOUCMBA NONOAHCUMETIbHBIX mampuy. Toxazanwsl cnocobwl
UCNOIb306AHUA URMEPAKMUBHO20 Mmemooa “Eymepaﬂz " u cnocobwl USYHUEHRUS NOTIOAHCUMETIbHBIX MAMPUY C €20
nomouwio.

Knroueevie cnosa: OmmejleuK, apeymernm, KOMMNJIeKC, 6eKmop, mampuya, mpancnom)ep,
NONOJHCUMENbHAS MAMPUYA, PYHKYUS, CUMMEMPULHBILLL.

This article provides information about sealed matrices, their application, as well as some of their
properties and examples. The properties of positive matrices are given. he ways of using and ways of studying
positive matrices by interactive “Boomerang” method are shown.

Key words: hermit, argument, complex, vector, matrix, transponder, positive matrix, function,
symmetric.

Kirish. Maqolada Ermit matrisasi va xossalari o‘gitish hamda ulardan foydalangan holda ayrim
matrisalarni musbat matrisa bo‘lishini osonlikcha ko‘rsatish bo‘yicha ilmiy-uslubiy tavsiyalar berilgan. Bu
mavzu hozirgi vagtda dolzarb bo‘lib, olib borilayotgan bir gator ilmiy magolalarda o‘z aksini [11, 15] topgan.

Asosiy gism. Ermit matritsasini o‘qitishda ilg’or pedagogik texnalogiyalardan keng qo‘llanildi.
Xususan, “Bumerang” metodidan foydalanildi. Ushbu metod o‘quvchilarni dars jarayonida, darsdan tashgarida
turli adabiyotlar, matnlar bilan ishlash, o‘rganilgan materialni yodida saglab qolish, so‘zlab berish, fikrini erkin
holda bayon eta olish, gisga vaqt ichida ko‘p ma’lumotga ega bo‘lish hamda dars mobaynida o‘qgituvchi
tomonidan barcha o‘givchilarni baholay olishga garatilgan.

Metodning magsadi. O‘quv jarayoni mobaynida targatilgan materiallarning o‘quvchilar tomonidan
yakka va guruh holatida o‘zlashtirib olishlari hamda suhbat-munozara va turli savollar orgali targatma
materiallardagi matnlar gay darajada o‘zlashtirilganligini nazorat gilish va baholash jarayoni mobaynida har
bir o‘quvchi tomonidan o‘z baholarini egallashiga imkoniyat yaratishdan iborat.

Metodning qgo‘llanishi. Amaliy mashg’ulotlar hamda suhbat-munozara shaklidagi darslarda yakka
tartibda, kichik va jamoa shaklida foydalanilishi mumkin.

C kompleks sonlar to‘plami, C" = C x...C - dekart ko‘payma, M,,(C) esa elementlari kompleks sonlar
n

bo‘lgan barcha n x n matrisalar to‘plami bo‘lsin. Bizga z = x + iy kompleks son berilgan bo‘lsin. x € R
son z ning haqiqgiy gismi deyiladi va Re z kabi belgilanadi; y € R soni esa uning mavhum gismi deyiladi va
Im z kabi belgilanadi; x — iy kompleks songa z ga q0lo‘shma kompleks son deyiladi va Z kabi belgilandi;
Jx2% + y2 songa z kompleks sonning absolyut giymati yoki moduli deyiladi va |z| kabi belgilandi; a(x,y)
vektor va OX o‘gining musbat yo‘nalishi orasidagi burchakga z kompleks sonning argumenti deyiladi va
arg z kabi belgilanadi [1, 2]. Quyidagi formula o‘rinli:
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arctgi—/,agarx >0,y = 0bo'lsa;
T
E.agarx =0,y > 0bo'lsaq;

argz =+ T+ arctg%,agar x < 0bo'lsa;
3 .
7,agarx =0,y <0bo'lsa;

an + arctg%,agar x>0,y >0bo'lsa;

Nol kompleks soni uchun uning argumenti aniglanmagan. (+,-) orgali C™ dagi odatdagi skalyar
ko‘paymani belgilaymiz, ya’niz() = (Zjl, ...,Z]-n) € C™j =12 elementlar uchun ularning skalyar
ko‘paytmasi

n
(z®,z®) = z Z1k Zak
k=1

kabi aniglanadi [3].

Agar A € M,(C) matritsada istalgan z € C™ element uchun (Az,z) = 0 tengsizlik bajarilsa, A ga
musbat aniglangan matritsa (yoki gisqacha musbat matritsa) deyiladi. Agar barcha nolmas z € C™ elementlar
uchun (Az, z) > 0 tengsizlik bajarilsa, A € M,,(C) ga qat’iy musbat aniqlangan matritsa (yoki gisqacha qat’iy
musbat matritsa) deyiladi.

Agar A — B musbat matritsa bo‘lsa, u holda A > B deyiladi.

C kompleks sonlar to‘plami, C™ = C X C X ...C- dekart ko‘payma, M,,(C) elementlari kompleks sonlar
bo‘lgan barcha n x n matritsalar to‘plami bo‘lsin.

Agar barcha z € C™ lar uchun (Az, z) = (z, Az) tenglik bajarilsa, AeM,,(C) ga ermit (yoki o‘z-o‘ziga
go‘shma) matritsa deyiladi [4, 5].

Boshgacha aytganda A Ermitian bo‘lishi uchun quyudagicha a;;, = ay,; bo‘lishi kerak.

Ermit matritsasi - bu transponeri murrakab kompleks matritsasiga teng bo‘lgan murakkab sonlarni
kvadrat matritsasi, AT = A

Agar A matritsa (m X n) o‘lchovli bo‘lsa, A ga Ermitan bo‘lgan matritsa A*esa (n x m) o‘lchovli
bo‘ladi, bunda (i, ) - elementlar uchun quyidagi tenglik o‘rinli (4*);; = 4,,.

Ermit matritsasi ko‘p hollarda A* yoki A kabi belgilanadi (Hermitian inglizcha so‘zni bosh harfi).
Lekin ba’zi hollarda quyudagicha ham belgilaydilar:

At - kvant mexanikasida;

A" -ba’zi hollarda bunday belgilash bilan matritsani transponerlash belgisini almashtirish mumkin.

Quyudagi ko‘rinishdagi matritsalar

0 1 1

1 0 0 =i e\ o 5,2 2-i
(0 —1)'<1 0 0)'( i 0 e_lB>’(i 0)’(2+i 3)

1 0 0 e~la  oiB 3
Ermit matritsalariga misol bo*ladi.
1-teorema. Agar 4, B, C, ...— ermit matritsasi bo‘lib va ixtiyoriy haqgiqgiy a, b, c, ... sonlar bilan hosil
gilingan

aA+bB+cC + -
ifoda ham Ermit matritsasi bo‘ladi [6].
2-teorema. Agar A matritsa Ermit matritsa bo‘lsa u holda A matritsaning ixtiyoriy darajasi ham Ermit
matritsa bo‘ladi ya’ni
AS — (AS)+
Bu teoremaning isbotini oson ko‘rish mumkin
(AS)T = (AAA ... A)T = ATATAT AT = (A1) =45
3-teorema. Agar A matritsa Ermit bo‘lsa u holda A matritsaning determinant hagiqiy son bo‘ldi
detA = det(A") = [det(A)] = [det(AD)]*
4-teorema. Agar A matritsa Ermit matritsasi bo‘lsa u holda A matritsaga teskari bo‘lgan A~! matritsa
mavjud bo‘lib , A=1 ham Ermit matritsasi bo‘ladi. Isbot:
1=AA"1=AYH1At = (4)14;
bu yerda 1 va A ermit matritsasi bo‘lib, (A~1)* ham ermit matritsasi bolishi kerak. Ushbu teoremadan
quyidagi teorema kelib chigadi: Teoremadan oldin quyidagi funksiyaning operatori tushunchasini ko‘rib
chigamiz.
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Analitik ko‘rinishda berilgan F(x) funksiya { F(x) = sinx,F(x) = fo va boshqgalar} va A operator
berilgan bo‘Isin. Teylor formulasidan foydalanib F(A4) ning kengaytmasini topamiz:

L O F™)
F(A) =) ©) 7, )

n!

0

5-teorema. Muhim teorema: F(x) funksiyani F(A) matritsa bilan almashtirish mumkin bo‘lgan x
haqigiy o‘zgaruvchining haqiqgiy funksiyasi bo‘lsin. Ya’ni, (1) formulaga muofiq A matritsadan tuzilgan
funksiya. Agar A ermit matritsa bo‘lsa, u holda F(A4) ham ermit matritsa bo‘ladi [7]:

F(A)* = F(A).

Isbot. Hagigatdan ham F(x) funksiya ketma-ket kengayishi fagat haqgiqiy koeffitsentlarni o‘z ichiga

oladi va (1) va (2) chi teoremalardan quyudagi kelib chigadi:
F(A)* = F(A).

6-teorema. A va B — ermit matritsalar bo‘lsin va [A,B]=0 bo‘lsin, u holda A va B dan tuzilgan P = A -

B-A-A- B - B vashunga o‘xshash A va B dan tuzulgan yoyilma Ermit bo‘ladi:
Pt =P

Muhokamalar va natijalar. Musbat matritsalarni tavsiflovchi bir gator tasdiglar mavjud. Mavzuga oid
tasdiglarni talabalar o‘zlari isbotlashsa magsadga muofiq bo‘lardi. Talabalar 5 ta guruhga bo‘linib quyidagi
tasdiglarni isbotlashadi [7].

1-tasdig. A musbat matritsa bo‘lishi uchun u ermit matritsa bo‘lib, barcha xos giymatlari nomanfiy
bo‘lishi zarur va yetarlidir. A qat’iy musbat bo‘lishi uchun esa barcha xos giymatlari musbat bo‘lishi zarur va
yetarlidir.

2-tasdiq. A musbat matritsa bo‘lishi uchun u ermit matritsa bo‘lib, barcha bosh minorlari nomanfiy
bo‘lishi zarur va yetarlidir. A qat’iy musbat bo‘lishi uchun esa barcha bosh minorlari musbat bo‘lishi zarur va
yetarlidir.

3-tasdiq. A musbat matritsa bo‘lishi uchun shunday B matritsa topilib, A = B*B bo‘lishi zarur va
yetarlidir. A gat’iy musbat bo‘lishi uchun esa B singulyar bo‘lmagan matritsa bo‘lishi zarur va yetarlidir.

4-tasdiq. A musbat matritsa bo‘lishi uchun shunday B musbat matritsa topilib, A = B? tenglik
bajarilishi zarur va yetarlidir. A matritsa gat’iy musbat bo‘lishi uchun B ning gat’iy musbat bo‘lishi zarur va
yetarlidir.

4-tasdiqdagi B matrisa yagona bo‘lib, unga A matritsaning kvadratik ildizi deyiladi va B = A'/? kabi
belgilanadi.

Navbatdagi tasdigni bayon gilish uchun L orqgali Yevklid fazosini, ya’ni skalyar ko‘paytma Kiritilgan
chizigli fazoni belgilaymiz.

5-tasdig. A = (a;;) € M, (C) musbat bo‘lishi uchun shunday z,, z,, ..., z, € L elementlar topilib,

Clij = (Zi,Zj),l < l,] <n

tengliklar bajarilishi zarur va yetarlidir. A qat’iy musbat bo*lishi uchun z;, 1 < j < n elementlar chizigli
bog’lanmagan bo‘lishi zarur va yetarlidir.

7-Teorema. Agar A va B matritsalar ermit (musbat) matritsalar bo‘lsa, u holda A + B ham ermit
matritsa (musbat matritsa) bo‘ladi. AB ko‘paytma ermit matritsa bo‘lishi uchun A va B matritsalar kommutativ
(ya’ni o‘rin almashinish xossasiga ega) bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Ushbu S = AB + BA tenglik bilan aniglangan matritsaga A va Blarning simmetrik Kko‘paytmasi
deyiladi. Agar A va B ermit matritsalar bo‘lsa, u holda S ham ermit matritsa bo‘ladi. Agar A va B musbat
matritsalar bo‘lsa, umuman olganda S musbat matritsa bo‘lishi shart emas.

Har bir guruh a’zolaridan yangi guruh tashkil etiladi. Yangi guruh a’zolarining har bir guruh navbati
bilan mustaqil o‘rgangan matnlari bilan axborot almashadilar, ya’ni bir-birlariga so‘zlab beradilar, misolni
o‘zlashtirib olishlariga erishadilar [3].

1-misol. Istalgan «, 8 € R sonlari uchun ushbu

10 1B
A=(y o)B= (ﬁ ﬁ)

ermit matritsalarni garaymiz. Ko‘rinib turibdiki, agar « > 0 bo‘lsa, u holda A mushat matritsa bo‘ladi.

Ixtiyoriy z = (z,,2,)eC? element uchun
(Bz,2) = |z,|* + 2B Re(z:7;) + B | 2|

tenglik o‘rinlidir. ¢ orgali z;z, kompleks sonning argumentini belgilaymiz. Agarda 0 < a <1
bo‘lganda musbatdir. U holda Re(z,7;) = |z1]|z;|cose tenglik o‘rinlidir. Shu sababli (Bz,z) kvadratik
formani

(Bz,z) = (|z1| + [?IZzICOSsP)2 +B(1 = B) |z|*cos®o
7



kabi tasvirlash mumkin. Shunday qilib, f¢€(0,1) bo‘lganda B musbat matritsa bo‘lar ekan.
S matritsaning aniglanishiga ko‘ra
S = ( 2 B+ aﬁ)
B+af 2af
tenglik orinli bolib, istalgan z = (z;, z,)eC? element uchun
(Sz,z) = 2|z|?> + 2B(1 + @) Re(z,Z;) + 2ap |z,|?
tenglik o‘rinlidir. Bunda a nolga yagin, 8 esa 1 ga yaqin son bo‘lsa, u holda S musbat matritsa bo‘Imaydi

[5].
Masalan, z, = (1,—4) € C% element uchun (Szy,z,) =2 —88(1 + a) + 32ap tenglik ofrinlidir.
Agar @ = 1/32va 8 = 32/33 deb olinsa, u holda.
166

(2) = ——— < 0.
(SZOZO) 33<

Xulosa. 2019-2020-0°quv yili va 2020-2021-0°quv yilida tahsil olgan talabalarning Ermit matritsalar va
ularning xossalari o‘rganganlik natijalarini aniglash bo‘yicha o‘tkazilgan test natijalari tahlil gilinganda va
talabalar bilan suhbatlar o‘tkazilganda, mavzuni maqolada keltirilgani kabi o‘qitilishi, misollar yechib
ko‘rsatilishi va shu yo‘nalishda chop etilgan ilmiy magolalar namoyish gilinishi ijobiy baholandi.
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