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QUTB KORDINATALAR SISTEMASI VA UNING BA’ZI TATBIQLARI HAQIDA 
 

Ushbu maqolada qutb koordinatalar sistemasi haqida ma’lumotlar keltirilgan boʻlib, qutb koordinatalr 

sistemasining paydo boʻlish tarixiga toʻxtalib oʻtilgan hamda uning kiritilish usuli keltirilgan. Ikki karrali 

integrallarni hisoblashda qutb koordinatalardan foydalanish birmuncha qulayliklar tug’diradi. Dekatr 

koordinatalar sistemasini qutb koordinatalar sistemasiga oʻtikazuvchi akslantirish yordamida integrallash 

chegarasi soda koʻrinishga olib kelinadi. Maqolada dekart koordinatalar sistemasidan qutb koordinatalar 

sistemasiga oʻtish, ikki karrali integrallarni hisoblashda qutb koordinatalar sistemasidan foydalanish usullari 

keltirilgan. 

Kalit soʻzlar: qutb koordinatalar sistemasi, radial koordinata, burchak koordinata, sistema yakobiani. 

В этой статье приведены информация о полярной системе координат и ее истории, а также 

как она была введена. Указаны, что использование полярных координат при вычислении двойных 

интегралов несколько удобно. С помощью отображение декартово системы координат в полярную 

систему область интегрирование приводится к простому виду. В статье описан переход от 

декартовой системы координат к полярной системе координат и использование полярной системы 

при вычислении двойных интегралов. 

Ключевые слова: полярная система координат, радиальная координата, угловая координата, 

Якобиан системы. 

This article provides information about the polar coordinate system, the history of the polar coordinate 

system, and how it was introduced. The use of polar coordinates in the calculation of double integrals is 

somewhat convenient. With the help of mapping the Cartesian coordinate system to the polar coordinate 

system, the region of integration is reduced to a simple form. The article describes the transition from the 

Cartesian coordinate system to the polar coordinate system, the use of the polar coordinate system when 

calculating double integrals. 

Key words: polar coordinate system, radial coordinate, angular coordinate, Jacobian of the system. 

 

Kirish. Qutb koordinatalar sistemasi ikki oʻlchamli koordinatalar sistemasi boʻlib, unda tekislikdagi har 

bir nuqta qutb burchagi va qutb radiusi deb ataluvchi ikkita son orqali aniqlanadi. Ikkita nuqta orasidagi 

munosabatni radius va burchaklar orqali ifodalash qulay boʻlgan hollarda qutb koordinatalar sistemasidan 

foydalanish maqsadga muvofiqdir. Dekart yoki toʻg’ri burchakli koordinatalar sistemasida bunday 

munosabatlar trigonometrik tenglamalarni qoʻllash orqali amalga oshiriladi. Qutb koordinatalar sistemasi nol 

nur yoki qutb oʻqi deb ataluvchi oʻq orqali beriladi. Bu nur chiquvchi nuqtaga koordinata boshi yoki qutb 

deyiladi. Tekislikdagi har qanday nuqta ikkita qutb koordinata - radius va burchak orqali aniqlanadi. Radius 

(radial koordinata) odatda r  harfi bilan belgilanib, nuqtadan koordinata boshigacha boʻlgan masofaga teng. 

Burchak koordinata koʻp hollarda qutb burchagi yoki azimut deb ham yuritiladi. Bu miqdor 
 
harfi bilan 

belgilanib, berilgan nuqtaga tushish uchun qutb oʻqi buriladigan (soat strelkasiga qarama-qarshi yoʻnalish) 

burchakka teng.  

Shu tarzda aniqlangan radial koordinata (radius) 0  dan   gacha boʻlgan qiymatni qabul qilishi 

mumkin. Burchak koordinata esa 0  dan 360  gacha boʻlgan qiymatlarni qabul qilishi mumkin. 

Asosiy qism. Burchak va radius tushunchalari eramizdan avvalgi birinchi ming yillik davrida ham 

ma’lum boʻlgan. Grek astronomi Gipparx turli burchaklar uchun vatarlar uzunliklari jadvalini yaratgan. 

Samoviy jismlarning joylashuv oʻrnini aniqlashda qutb koordinatalar sistemasidan foydalanilganligi haqida 

ma’lumotlar mavjud. Arximed oʻzining “Spirallar” asarida Arximed spirali deb ataluvchi funksiya tavsiflangan 

boʻlib, bu funksiya radiusi burchakdan bog’liqdir. Biroq grek tadqiqotchilarning ishlarida koordinatalar 

sistemasini aniqlash toʻliq rivojlantirilmagan [1]. 

IX asrda fors matematigi Xabbash-al-Xasib kartografik proyeksiya va sferik trigonometriya 

metodlaridan foydalanib, qutb koordinatalar sistemasidan markazi sferaning biror nuqtasida boʻlgan boshqa 

koordinatalar sistemasiga oʻtish masalasini oʻrgangan.  

Fors astronomi Abu Rayhon Beruniy qutb koordinatalar sistemasi tavsifi qanday boʻlishi haqidagi 

g’oyalarni ilgari surgan. U taxminan 1025-yilda birinchilardan boʻlib samoviy sferaning qutb ekvi-azimutal 

tekis taqsimlangan proyeksiyasini tavsiflagan. 
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Qutb koordinatalar sistemasini formal koordinatalar sistemasi sifatida kiritish boʻyicha turlicha 

qarashlar mavjud. Qutb koordinatalar sisitemasining paydo boʻlishi tarixi olib borilgan tadqiqotlarning toʻliq 

bayoni Garvard universiteti professori Julian Louvel Kulijning “Qutb koordinatalar sistemasining paydo 

boʻlishi” nomli ishida yoritilgan. 

Greguar ge San-Vensan va Bonaventura Kavaleri bir biridan bog’liqsiz ravishda XVII asrning 

oʻrtalarida oʻxshash xulosaga kelishgan. San-Vensan 1625-yilda oʻzining shaxsiy izohlarida qutb sistemasini 

bayon qilgan, uni 1647-yilga kelib nashr qilgan. Kavaleri esa oʻzining ishlarini 1635-yilda chop qilgan, 

tuzatilgan variant esa 1653-yilda nashrdan chiqqan. Arximed spirali bilan chegaralangan soha yuzini hisoblash 

uchun qutb koordinatalar sistemasidan foydalangan. Keyinchalik Blez Paskal parabolik yoylar uzunligini 

hisoblashda qutb koordinatalar sistemasidan foydalangan. 

Isaak Nyuton tomonidan 1671-yilda yozilgan va 1736-yilda nashr qilingan “Flyuksiya usuli” nomli 

kitobda qutb koordinatalar sistemalari orasidagi almashtirishlarni oʻrgangan. Yakob Bernulli “Acta 

eruditorum” jurnalida 1691-yilda nashr qilingan maqolasida toʻg’ri chiziqdagi nuqtada sistemadan 

foydalangan. Ular mos ravishda qutb va qutb oʻqlari deb atalgan. Nuqta koordinatalari qutbgacha boʻlgan 

masofa va qutb oʻqigacha boʻlgan burchak yordamida aniqlangan. Bernullining ishi bu koordinatalar 

sistemasida aniqlangan chiziqning egrilik radiusini topish masalasiga bog’ishlangan [2]. 

“Qutb koordinatalari” tushunchasining kiritilishi Gregorio Fontana nomi bilan bog’liq. XVIII asrda u 

italyan mualliflar leksikoniga kiritilgan. Bu termin ingliz tilida Silvestr Lakruaning “Differensial va integral 

hisob” traktatining tarjimasi orqali kirib kelgan. Tarjima 1816-yilda Jorj Pikok tomonidan amalga oshirilgan. 

Uch oʻlchamli fazoda qutb koordinatalarini birinchi boʻlib Aleksi Klero taklif qilgan, Leonard Eyler esa 

birinchilardan boʻlib, mos sistemani ishlab chiqqan. 

Endi grafik tasvirlar qismiga oʻtamiz. Yuqorida aytib oʻtganimizdek, har bir nuqta qutb koordinatalar 

sistemasida ikkita koordinata - r  yoki   (radial koordinata) va   yoki   (burchak koordinata, qutb burchagi, 

faza burchagi, azimut, pozitsion burchak) orqali aniqlanadi. r  koordinata nuqtadan markazgacha yoki 

koordinata sistema qutbigacha boʻlgan masofaga mos keladi.   burchak esa 0 li nurdan soat strelkasi 

yoʻnalishiga qarama-qarshi yoʻnalishda hisoblangan burchakka teng. 

Polyar radius tekislikning istalgan nuqtasi uchun aniqlangan va nomanfiy 0r  qiymatni qabul qiladi. 


 
qutb burchak esa 0 qutbdan boshqa barcha nuqtalar uchun aniqlangan va  −  qiymatlarni qabul 

qiladi. Qutb burchak radianlarda oʻlchanadi va qutb oʻqidan boshlab hisoblanadi: 

- agar burchak qiymati musbat boʻlsa, musbat yoʻnalishda, ya’ni soat strelkasi yoʻnalishiga teskari 

yoʻnalishda; 

- agar burchak qiymati manfiy boʻlsa, manfiy yoʻnalishda olinadi. 

Masalan, (3; 60 ) koordinatali nuqta qutb oʻqidan 60  burchak ostidagi nurda, qutbdan 3 birlik 

masofadagi nuqta boʻladi. (3; −300 ) nuqta ham aynan shu nuqtani ifodalaydi. 

Qutb koordinatalar sistemasining muhim jihatlaridan biri shundaki, bitta nuqta cheksiz usul bilan 

tasvirlanishi mumkin. Bunda nuqta azimutini aniqlash uchun qutb oʻqini nuqtaga qarab yoʻnaltirish kerak. 

Agar qoʻshimcha toʻliq aylanish amalga oshirilsa va nuqtaga yoʻnalishi oʻzgarmasa yana dastlabki nuqta hosil 

boʻladi. Umumiy holda ( ),r  nuqta ( ) 360, nr   yoki ( )− 360, nr   kabi tasvirlanadi, bu 

yerda n  ixtiyoriy butun son [1]. 

Qutbni ifodalash uchun ( ),0  koordinata ishlatiladi.   ning qiymatidan bog’liqsiz ravishda nuqta 

oʻzgarmaydi. 

Sinus va kosinus trigonometrik funksiyalarni qoʻllab qutb koordinatalar sisitemasidan х  va у  Dekart 

koordinatalar sistemasiga oʻtish mumkin: 





=

=





sin

,cos

ry

rx       (1) 

Bunda ikkita х  va у  Dekart koordinatalar r  qutb koordinataga oʻtadi: 

222 ухr +=  (Pifagor teoremasi). 

  burchak koordinatani topishda quyidagi ikkita holatni inobatga olish kerak: 

1) 0=r  boʻlsa,   burchak istalgan haqiqiy son boʻlishi mumkin; 

2) 0r  boʻlsa,   ning asosiy qiymatini odatda  )2;0  yoki ( ;−  
intervaldan tanlanadi. 

  burchakning  )2;0  intervaldagi qiymatini hisoblashda ushbu formuladan foydalanish mumkin: 
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  burchakning ( ;−  intervaldagi qiymatini hisoblash uchun quyidagi formuladan foydalanish 

mumkin: 
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Muhokamalar va natijalar. Ikki karrali integrallarni hisoblashda qutb koordinatalar sistemasidan 

foydalanish birmuncha qulay usullardan boʻlib hisoblanadi. Qutb koordinatalar sistemasiga oʻtilganda integral 

chegarasi sodda koʻrinishga keladi va bunda karrali integraldan takroriy integralga oʻtish osonlashadi.  

Biz quyida ikki karrali integrallarda qutb koordinatalaridan foydalanish usullariga toʻxtalib oʻtamiz. 

Dastlab ikki karrali integralda oʻzgaruvchi almashtirish formulasini keltiramiz. 

Aytaylik ),( yxf  funksiya D  toʻplamda berilgan va uzluksiz boʻlsin. 

Ushbu 





=

=

),(

),,(

vuy

vux



                                                    (2) 

sistema   toʻplamni D  toʻplamga akslantirib, quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:  

1) bu oʻzaro bir qiymatli akslantirish boʻlsin; 

2) ),( vu  va ),( vu  funksiyalar   toʻplamda uzluksiz va barcha uzluksiz xususiy hosilalarga 

ega boʻlsin; 

3) xususiy hosilalardan tuzilgan 

v

y

u

y
v

x

u

x

vuJ
















=),(  

funksional determinant   toʻplamda ishora saqlasin va  ),( vu  da 0),( vuJ  boʻlsin. U 

holda  




= dudvvuJvuvufyxf
D

),()),(),,((),(   

tenglik oʻrinli boʻladi. 

Odatda, ),( vuJ  determinant (2) sistemaning yakobiani deyiladi [2]. 

Ikki karrali integralning qutb koordinatalarida ifodalanishi. Yuqoridagi (2) sifatida (1) 

akslantirishni olaylik. Bu tekislikdagi qutb koordinatalari sistemasi boʻyicha ),( r  nuqtani dekart 

koordinatalari sistemasi boʻyicha ),( yx  nuqtaga akslantirishni ifodalaydi.  

(1) sistemaning yakobiani  
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
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boʻladi. XOY  tekisligidagi yuzaga ega D  toʻplamni olaylik.  

D  toʻplamning (1) akslantirish yordamida asli (proobrazi) 

  20,0:),( 2  rRr  

boʻladi.  

Agar O  nuqta (koordinata boshi) D  ga tegishli boʻlmasa, u holda   ni D  ga akslantirish oʻzaro bir 

qiymatli boʻlib, sistemaning yakobiani 0  dan farqli boʻladi.  

Agar O  nuqta D  ga tegishli boʻlsa, u holda (1) akslantirishning oʻzaro bir qiymatliligi hamda 

0),( rJ  shart nol yuzali chiziqlardagina bajarilmaydi. 

Demak, ),( yxf  funksiya DD   da uzluksiz boʻlsa, u holda  

 =
D D

rdrdrfyxf  )sin,(cos),(      (3) 

formula oʻrinli boʻladi. 

1-misol. =
)(D

xdxdyI  integralni hisoblang.  

Bu yerda 424)( 22 +−=+− yxyxD egri chiziq bilan chegaralangan soha.   

Yechish. .1)1()2(424 2222 =+−+−=+ yxyxyx    

−)(D markazi )1;2( −  da boʻlib, radiusi 1 ga teng boʻlgan doira.  
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rx
 

akslantirishni qaraylik.  

Bu akslantirish ( )  20,10:, = rr  sohani )(D  ga akslantiradi va uning 

yakobiani rrJ =),(   boʻladi. 

U holda ikki karrali integralda oʻzgaruvchi almashtirish formulasiga koʻra: 
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Demak, 2=I  

2-misol.  dyyxdxI
xaa


−

+=

22

0

22

0

 integralni hisoblang. 

Yechish. Integrallash toʻplami ( )  axxayyxD −= 0,0:);( 22  - markazi 

koordinatalari boshida va radiusi a  ga teng boʻlgan yuqori yarim doira.  
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akslantirish ( )  = 0,0:, arr  sohani )(D  sohaga akslantiradi.  

U holda ikki karrali integralda oʻzgaruvchi almashtirish formulasiga koʻra:  
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3-misol. .sin
)(

22 dxdyyxI
D

 +=  integralni hisoblang. 

Bu yerda ( ) ( ) 2222 4:,  += yxyxD . 

Yechish.  
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akslantirissh ( )  20,2:, = rr  sohani (D) sohaga akslantiradi.  
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Demak, 
26−=I . 

Xulosa. Maqolada keltirilgan ilgʼor pedagogik texnologiyalarning tahlili shuni koʼrsatadiki, ushbu 

usullarni matematikaning bir qator boshqa sohalarida ham qoʼllanilishi ijobiy natijalar beradi. Bu kabi ilmiy 

izlanishlarga [3, 15] maqolalarni keltirish mumkin. 
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