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QUTB KORDINATALAR SISTEMASI VA UNING BA’ZI TATBIQLARI HAQIDA

Ushbu magolada qutb koordinatalar sistemasi hagida ma’lumotlar keltirilgan bo ‘lib, qutb koordinatalr
sistemasining paydo bo ‘lish tarixiga to ‘xtalib o tilgan hamda uning kiritilish usuli keltirilgan. Ikki karrali
integrallarni hisoblashda qutb koordinatalardan foydalanish birmuncha qulayliklar tug’diradi. Dekatr
koordinatalar sistemasini qutb koordinatalar sistemasiga o ‘tikazuvchi akslantirish yordamida integrallash
chegarasi soda ko ‘rinishga olib kelinadi. Maqolada dekart koordinatalar sistemasidan qutb koordinatalar
sistemasiga o ‘tish, ikki karrali integrallarni hisoblashda qutb koordinatalar sistemasidan foydalanish usullari
keltirilgan.

Kalit sezlar: qutb koordinatalar sistemasi, radial koordinata, burchak koordinata, sistema yakobiani.

B smoti cmambe npugedenvt ungopmayusn o noAAPHOU cucmeme KOOPOUHAM U ee UCHOPUU, A MAKHCe
KaKk oHa Owlia éeedend. YKLBaHbl, Ymo UCHnoOJ1b3064HUE NOJIAPHbBIX Koop()zmam npu esblducienuu 0B0UHbBIX
UHmMEe2PAan08 HeCcKOIbKO Y0ooHo. C nomowpio omoopadicerue 0eKapmogo CUCmembl KOOPOUHAM 8 NOJSPHYIO
cucmemy obnacmes UHMeSPUPOsaHUe NPUBOOUMCA K NPOCMOMY 6udy. B cmamve onucan nepexoo om
dekapmoeoﬁ cucmemabsl Koopdunam K nozzﬂpnoﬁ cucmeme KoopduHam U UCnob3oedaHue I’lO]lﬂpHOlJ cucmemansl
npu 6bl4ucieHuu 0B0UHBIX UuHmezcpanoe.

Knroueswle cnosa: nonspuas cucmema KoopouHam, paouanibHdas KOOpOUHama, yenosas KoopouHama,
Arxobuan cucmemoi.

This article provides information about the polar coordinate system, the history of the polar coordinate
system, and how it was introduced. The use of polar coordinates in the calculation of double integrals is
somewhat convenient. With the help of mapping the Cartesian coordinate system to the polar coordinate
system, the region of integration is reduced to a simple form. The article describes the transition from the
Cartesian coordinate system to the polar coordinate system, the use of the polar coordinate system when
calculating double integrals.

Key words: polar coordinate system, radial coordinate, angular coordinate, Jacobian of the system.

Kirish. Qutb koordinatalar sistemasi ikki o‘Ichamli koordinatalar sistemasi bo‘lib, unda tekislikdagi har
bir nugta qutb burchagi va qutb radiusi deb ataluvchi ikkita son orgali aniglanadi. Ikkita nugta orasidagi
munosabatni radius va burchaklar orgali ifodalash qulay bo‘lgan hollarda qutb koordinatalar sistemasidan
foydalanish magsadga muvofiqdir. Dekart yoki to‘g’ri burchakli koordinatalar sistemasida bunday
munosabatlar trigonometrik tenglamalarni go‘llash orgali amalga oshiriladi. Qutb koordinatalar sistemasi nol
nur yoki qutb o‘qi deb ataluvchi o‘q orgali beriladi. Bu nur chiquvchi nugtaga koordinata boshi yoki qutb
deyiladi. Tekislikdagi har ganday nuqta ikkita qutb koordinata - radius va burchak orgali aniglanadi. Radius
(radial koordinata) odatda I harfi bilan belgilanib, nugtadan koordinata boshigacha bo‘lgan masofaga teng.
Burchak koordinata ko‘p hollarda qutb burchagi yoki azimut deb ham yuritiladi. Bu miqdor ¢ harfi bilan

belgilanib, berilgan nugtaga tushish uchun qutb o°qgi buriladigan (soat strelkasiga garama-garshi yo‘nalish)
burchakka teng.

Shu tarzda aniglangan radial koordinata (radius) O dan oo gacha bo‘lgan giymatni gabul gilishi
mumkin. Burchak koordinata esa 0° dan 360° gacha bo‘lgan giymatlarni gabul gilishi mumkin.

Asosiy gism. Burchak va radius tushunchalari eramizdan avvalgi birinchi ming vyillik davrida ham
ma’lum bo‘lgan. Grek astronomi Gipparx turli burchaklar uchun vatarlar uzunliklari jadvalini yaratgan.
Samoviy jismlarning joylashuv o‘rnini aniglashda qutb koordinatalar sistemasidan foydalanilganligi hagida
ma’lumotlar mavjud. Arximed o‘zining “Spirallar” asarida Arximed spirali deb ataluvchi funksiya tavsiflangan
bo‘lib, bu funksiya radiusi burchakdan bog’ligdir. Biroq grek tadqiqotchilarning ishlarida koordinatalar
sistemasini aniglash to‘lig rivojlantirilmagan [1].

IX asrda fors matematigi Xabbash-al-Xasib kartografik proyeksiya va sferik trigonometriya
metodlaridan foydalanib, qutb koordinatalar sistemasidan markazi sferaning biror nugtasida bo‘lgan boshga
koordinatalar sistemasiga o‘tish masalasini o‘rgangan.

Fors astronomi Abu Rayhon Beruniy qutb koordinatalar sistemasi tavsifi ganday bo‘lishi hagidagi
g’oyalarni ilgari surgan. U taxminan 1025-yilda birinchilardan bo‘lib samoviy sferaning qutb ekvi-azimutal
tekis tagsimlangan proyeksiyasini tavsiflagan.
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Qutb koordinatalar sistemasini formal koordinatalar sistemasi sifatida kiritish bo‘yicha turlicha
garashlar mavjud. Qutb koordinatalar sisitemasining paydo bo‘lishi tarixi olib borilgan tadgiqgotlarning to‘lig
bayoni Garvard universiteti professori Julian Louvel Kulijning “Qutb koordinatalar sistemasining paydo
bo‘lishi” nomli ishida yoritilgan.

Greguar ge San-Vensan va Bonaventura Kavaleri bir biridan bog’ligsiz ravishda XVII asrning
o‘rtalarida o‘xshash xulosaga kelishgan. San-Vensan 1625-yilda o‘zining shaxsiy izohlarida qutb sistemasini
bayon qgilgan, uni 1647-yilga kelib nashr gilgan. Kavaleri esa o°zining ishlarini 1635-yilda chop gilgan,
tuzatilgan variant esa 1653-yilda nashrdan chiggan. Arximed spirali bilan chegaralangan soha yuzini hisoblash
uchun qutb koordinatalar sistemasidan foydalangan. Keyinchalik Blez Paskal parabolik yoylar uzunligini
hisoblashda qutb koordinatalar sistemasidan foydalangan.

Isaak Nyuton tomonidan 1671-yilda yozilgan va 1736-yilda nashr qilingan “Flyuksiya usuli” nomli
kitobda qutb koordinatalar sistemalari orasidagi almashtirishlarni o‘rgangan. Yakob Bernulli “Acta
eruditorum” jurnalida 1691-yilda nashr qilingan maqolasida to‘g’ri chiziqdagi nuqtada sistemadan
foydalangan. Ular mos ravishda qutb va qutb o‘glari deb atalgan. Nugta koordinatalari qutbgacha bo‘lgan
masofa va qutb o‘gigacha bo‘lgan burchak yordamida aniglangan. Bernullining ishi bu koordinatalar
sistemasida aniqlangan chizigning egrilik radiusini topish masalasiga bog’ishlangan [2].

“Qutb koordinatalari” tushunchasining kiritilishi Gregorio Fontana nomi bilan bog’liq. XVIII asrda u
italyan mualliflar leksikoniga kiritilgan. Bu termin ingliz tilida Silvestr Lakruaning “Differensial va integral
hisob” traktatining tarjimasi orgali kirib kelgan. Tarjima 1816-yilda Jorj Pikok tomonidan amalga oshirilgan.
Uch o‘lchamli fazoda qutb koordinatalarini birinchi bo‘lib Aleksi Klero taklif gilgan, Leonard Eyler esa
birinchilardan bo‘lib, mos sistemani ishlab chiggan.

Endi grafik tasvirlar gismiga o‘tamiz. Yugorida aytib o‘tganimizdek, har bir nugta qutb koordinatalar
sistemasida ikkita koordinata - I' yoki o (radial koordinata) va ¢ yoki & (burchak koordinata, qutb burchagi,
faza burchagi, azimut, pozitsion burchak) orgali aniglanadi. I koordinata nugtadan markazgacha yoki
koordinata sistema qutbigacha bo‘lgan masofaga mos keladi. ¢ burchak esa 0°li nurdan soat strelkasi
yo‘nalishiga garama-garshi yo‘nalishda hisoblangan burchakka teng.

Polyar radius tekislikning istalgan nugtasi uchun aniglangan va nomanfiy r >0 giymatni gabul giladi.
@ qutb burchak esa 0 qutbdan boshqga barcha nugtalar uchun aniglangan va — 77 < @ < 7z giymatlarni gabul
giladi. Qutb burchak radianlarda o‘lchanadi va qutb o‘gidan boshlab hisoblanadi:

- agar burchak giymati musbat bo‘lsa, musbat yo‘nalishda, ya’ni soat strelkasi yo‘nalishiga teskari
yo‘nalishda;

- agar burchak giymati manfiy bo‘lsa, manfiy yo‘nalishda olinadi.

Masalan, (3;60°) koordinatali nugta qutb o‘gidan 60° burchak ostidagi nurda, qutbdan 3 birlik
masofadagi nugta bo‘ladi. (3;—300°) nugta ham aynan shu nugtani ifodalaydi.

Qutb koordinatalar sistemasining muhim jihatlaridan biri shundaki, bitta nugta cheksiz usul bilan
tasvirlanishi mumkin. Bunda nugta azimutini aniglash uchun qutb o‘qini nugtaga garab yo‘naltirish kerak.
Agar go‘shimcha to‘lig aylanish amalga oshirilsa va nugtaga yo*‘nalishi o‘zgarmasa yana dastlabki nuqta hosil
bo‘ladi. Umumiy holda (r,gp) nugta (r,+nx360°) YoKi (—r,p+nx=x360°) kabi tasvirlanadi, bu
yerda N ixtiyoriy butun son [1].

Quitbni ifodalash uchun (O, q)) koordinata ishlatiladi. ¢ ning qiymatidan bog’ligsiz ravishda nuqta
o‘zgarmaydi.

Sinus va kosinus trigonometrik funksiyalarni go‘llab qutb koordinatalar sisitemasidan x va )y Dekart
koordinatalar sistemasiga o‘tish mumkin:

y=rsing
Bunda ikkita x va ) Dekart koordinatalar I qutb koordinataga o*tadi:

{x: rcose, (1)

r’=x*+ y2 (Pifagor teoremasi).
@ burchak koordinatani topishda quyidagi ikkita holatni inobatga olish kerak:
l) I =0 bo‘lsa, @ burchak istalgan hagigiy son bo‘lishi mumkin;

2) r = 0 bo‘lsa, @ ning asosiy giymatini odatda [0;2;;) yoki (— 7T 7;] intervaldan tanlanadi.
¢ burchakning [0;27;) intervaldagi giymatini hisoblashda ushbu formuladan foydalanish mumkin:
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arctg%, X>0, y=0;

arctg%+27z, X>0, y<O0;

arctg¥+7z, X < 0O;
P = A X
7T
= x =0, 0;
32 o
7T
_—, x =0, < 0;
> y
— x=0, y=0.

@ burchakning (—7z;7z] intervaldagi giymatini hisoblash uchun quyidagi formuladan foydalanish
mumekin:

-

y

arctg —, X > 0;
X
arctgl+7r, X<0, y=0;
X
arctgl—ﬂ, X<0; y<O0;
P = X
7T
=, X =0, > 0;
> Yy
7T
A X=O) O;
2 y=
— x=0, y=0.

Muhokamalar va natijalar. Ikki karrali integrallarni hisoblashda qutb koordinatalar sistemasidan
foydalanish birmuncha qulay usullardan bo‘lib hisoblanadi. Qutb koordinatalar sistemasiga o‘tilganda integral
chegarasi sodda ko‘rinishga keladi va bunda karrali integraldan takroriy integralga o‘tish osonlashadi.

Biz quyida ikki karrali integrallarda qutb koordinatalaridan foydalanish usullariga to‘xtalib o‘tamiz.

Dastlab ikki karrali integralda o‘zgaruvchi almashtirish formulasini keltiramiz.

Aytaylik f (x,y) funksiya D to‘plamda berilgan va uzluksiz bo‘lsin.

Ushbu

{X:(p(U’V)’ @
y=w(u,v)

sistema A to‘plamni D to‘plamga akslantirib, quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1)  bu o‘zaro bir giymatli akslantirish bo‘lsin;

2)  o(u,V) va (u,V) funksiyalar A to‘plamda uzluksiz va barcha uzluksiz xususiy hosilalarga
ega bo‘lsin;

3)  xususiy hosilalardan tuzilgan

OX

J(u,v)=|U

"y

ou

funksional determinant A to‘plamda ishora saglasin va V(u,v) € A da J(U,Vv) =0 bo‘lsin. U

holda

2|22[R

] £ ) =[] f (@(u,v),w(u,v))|I (u,v)|dudv
D A

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Odatda, J(U,V) determinant (2) sistemaning yakobiani deyiladi [2].

Ikki karrali integralning qutb koordinatalarida ifodalanishi. Yugoridagi (2) sifatida (1)
akslantirishni olaylik. Bu tekislikdagi qutb koordinatalari sistemasi bo‘yicha (I,¢) nuqtani dekart

koordinatalari sistemasi bo‘yicha (X, ¥) nugtaga akslantirishni ifodalaydi.
(1) sistemaning yakobiani
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OX OX

or cosep —rsin i

J=|or Op|_[c05¢ P —rcos?p+rsin?p=r.
oy Y| |sing rcose
or O@

bo‘ladi. XOY tekisligidagi yuzaga ega D to‘plamni olaylik.
D to‘plamning (1) akslantirish yordamida asli (proobrazi)
Ac{r,p)eR?*:r=00<gp<2r}

bo‘ladi.

Agar O nugta (koordinata boshi) D ga tegishli bo‘lmasa, u holda A ni D ga akslantirish o*zaro bir
giymatli bo‘lib, sistemaning yakobiani O dan fargli bo*ladi.

Agar O nugta D ga tegishli bo‘lsa, u holda (1) akslantirishning ozaro bir giymatliligi hamda
J(r, @) # O shart nol yuzali chiziglardagina bajarilmaydi.

Demak, f(X,Y) funksiya D oD da uzluksiz bo‘lsa, u holda
[[ £(x, y) = [[ f (cose, rsin p)rdrde (3)
D D

formula o‘rinli bo‘ladi.
1-misol. | = ” xdxdy integralni hisoblang.
(D)

Buyerda (D) — x* + y*> =4x — 2y + 4 egri chiziq bilan chegaralangan soha.
Yechish. x? + y* =4x—2y +4 = (x—2)*(y +1)* =1.
(D) —markazi (2;—1) da bo‘lib, radiusi 1 ga teng bo‘lgan doira.
X=2+TrCoSse,

{y =—1+rsing
akslantirishni garaylik.
Bu akslantirish A = {(r,):0<r <1, 0 < ¢ < 27} sohani (D) ga akslantiradi va uning

yakobiani J (r, ) = r bo‘ladi.

U holda ikki karrali integralda o‘zgaruvchi almashtirish formulasiga ko‘ra:

I_Ifdxdy _[[.f(2+rc03(p)rdr}d(p J.{ +§c03(p} dp= j [1+§c03(pjd(p

(D)

{o+Lone)[ -2

Demak, | =27

2-misol. | —_de J’ /x? + y? dy integralni hisoblang.

Yechish. Integrallash to‘plami (D) = {(x; y):0<y<+a®—x?, 0<x< a} - markazi
koordinatalari boshida va radiusi a ga teng bo‘lgan yuqori yarim doira.

X = I COoSe,
{y =rsin g
akslantirish A = {(r, go): 0<r<a 0<p< 72'} sohani (D) sohaga akslantiradi.
U holda ikki karrali integralda o‘zgaruvchi almashtirish formulasiga ko‘ra:

a 7| a Y 3|2
:f:[fx/(pcosw)z +(psin @) pdde(pzj[jpz dp:ldgoz_[% de =
0 olo 0 o
fal, &l . &
_Q?dgo_ 3 =37
Demak, |=_37,
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3-misol. | _ fj'sin\/m dxdy. integralni hisoblang.

(D)
Buyerda (D)= {(x,y): z? < x* + y? < 4r?}.
Yechish.
X =TrCcosg,
y=rsing
akslantirissh A ={(r,p): 7 <r <27, 0 < ¢ <27} sohani (D) sohaga akslantiradi.

| = IOZ”[TSin \/(r cosp)’ +(rsing)’ r dl":|d¢ = T[Zfr sin I"dl":|d¢ = Zquo . Zfr sinrdr =

u=r du =dr

2
=27 -|rsinrdr = .
i dv=sinrdr v=-—cosr

= 27z[-rcosr[”” + Tcos rdr]=

=27 - [— 37z +sin I’Eﬂ]: —67z7

Demak, | =—672.

Xulosa. Maqolada keltirilgan ilg’or pedagogik texnologiyalarning tahlili shuni ko’rsatadiki, ushbu
usullarni matematikaning bir qator boshqa sohalarida ham qo’llanilishi ijobiy natijalar beradi. Bu kabi ilmiy
izlanishlarga [3, 15] maqolalarni keltirish mumkin.
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