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УДК 519.644.2

ПОСТРОЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОЙ КВАДРАТУРНОЙ
ФОРМУЛЫ МЕТОДОМ ФИ-ФУНКЦИЙ

Абдуахадов А.А.
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Бухарский государственный университет,
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Посвящается 70-летию со дня рождения профессора Холмата Шадиметова

Численное интегрирование определенных интегралов играет большое роль в
фундаментальных и прикладных науках. В зависимости от первоначальных данных
и требований на результат вычислений налагаются различные условия на точность
приближенного вычисления таких интегралов. Известны классические методы чис-
ленного вычисления определенных интегралов такие как квадратурные формулы
Грегори, Ньютона-Котеса, Эйлера, Гаусса, Маркова и др. Начиная с середини про-
шлого века начал развыватся теория построения оптимальных формул численного
интегрирования основываясь на вариационные методы. Надо отметить, что имеются
оптимальные квадратурные формулы в смысле Никольского и Сарда.

В данной работе изучается задача построения оптимальной квадратурной фор-

мулы в смысле Сарда. При построении квадратурной формулы используется метод

фи-функций. Погрешность формулы оценивается сверху с помощью интеграла от

квадрата функции фи из конкретного гильбертово пространства. Далее, выбирается

такая фи-функция интеграл от квадрата в данном интервале принимает наименьшее

значение. В конце, с помощью полученной фи-функции вычисляются коэффициен-

ты оптимальной квадратурной формулы. Полученная оптимальная квадратурная

формула в данной работе является точной на экпоненциалной функциях и на экпо-

ненциалный функциям, где сигма параметр отличный от нулья.

Ключевые слова: Гильбертово пространство, метод фи-функций, оптимальная

квадратурная формула, погрешность формулы

Цитирование: Абдуахадов А.А.Построение оптимальной квадратурной формулы

методом фи-функций // Проблемы вычислительной и прикладной математики. –

2023. – №3/1(50). – С. 100-110.

1 Введение
Многие задачи науки и техники приводят к интегральным и дифференциальным

уравнениям или к их системам. Решения таких уравнений часто выражаются через
определенные интегралы. В большинстве случаев эти интегралы невозможно вычис-
лять точно. Поэтому требуется вычислить приближенное значение таких интегралов
с возможно большой точностью и с малыми затратами.

Задачу нахождения численного значения однократного и многократного инте-
грала, ввиду известного геометрического значения, часто называют соответственно
квадратурой и кубатурой. Имеются различные методы квадратур и кубатур, кото-
рые позволяют приближенно вычислить интеграл при помощи конечного числа зна-
чений интегрируемой функции. Эти методы являются универсальными, и их можно
применять там, где другие методы вычисления оказываются бессильными.

Основываясь на тех или иных идеях и учитывая свойства подынтегральной функ-
ции, многие исследователи построили различные квадратурные формулы. Таким
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Построение оптимальной квадратурной формулы . . . 101

образом, появились известные квадратурные формулы Грегори, Ньютона-Котеса,
Симпсона, Эйлера, Гаусса, Чебышева, Маркова и др., которые используются в прак-
тике и до сих пор.

В настоящее время в теории построении квадратурных и кубатурных формул
имеются следующие основные подходы: алгебраический, вероятностный, теоретико
- числовой и функциональный.

1. В алгебраическом подходе надо выбрать узлы и коэффициенты квадратурных
и кубатурных формул так, чтобы эти формулы были точны для всех функций
некоторого множества 𝐹 . Учитывая свойства подынтегральной функции, обыч-
но за множество 𝐹 берутся алгебраические и тригонометрические многочлены,
степени которых не превосходят некоторого числа 𝑚, или ограниченные рацио-
нальные функции.

2. Вероятностный подход построения кубатурных формул основывается на методе
Монте-Карло.

3. Теоретико-числовой подход построения кубатурных формул основывается на ме-
тоды теории чисел.

4. Функциональный подход построения квадратурных и кубатурных формул. В
функциональном подходе считают, что подынтегральные функции принадлежат
некоторому банахову пространству, и разность между интегралом и приближаю-
щей его комбинацией значений подынтегральной функции рассматривается как
некоторый линейный непрерывный функционал. Этот функционал называется
функционалом погрешности кубатурной формулы, и погрешность формулы оце-
нивается через нормы функционала погрешности. Минимизируя нормы функ-
ционала погрешности по параметрам квадратурных и кубатурных формул по-
лучают оптимальные формулы численного интегрирования различного смысла.

Так как исследование в настоящей работе относиться к последнему подходу мы
приведем обзор результатов по этому направлению.

Построение квадратурных формул и изучение их оценки погрешности, основан-
ные на методах функционального анализа, впервые были даны в научных работах
А.Сарда [1, 2] (минимизация нормы функционала погрешности по коэффицентам при
фиксированных узлах) и С.М.Никольского [3] (минимизация номы функционала по-
грешности по коэффициентам и по узлам), а появление теории кубатурных формул
связано с научными исследованиями С.Л.Соболева [5].

К задачам минимизации нормы функционала погрешности по коэффициен-
там и по узлам в различных пространствах в одномерном случае посвящены ра-
боты С.М.Никольского, Н.П.Корнейчука, Н.Е.Лушпай, Т.Н.Бусаровой, Б.Боянова,
В.П.Моторного, А.А.Лигуна, А.А.Женсыкбаева, К.И.Осколькова, М.А.Чахкиева,
Т.А.Гранкиной. Некоторые недавные результаты пополучены, например, в работе
А.Бабош, А.М.Аку [6]. Подробные результаты и полная библиография приведена,
например, а работе С.М.Никольского [4].

Отметим, что существуют сплайн метод, метод 𝜙-функций и метод Соболева по-
строения оптимальных формул, полученных при минимизации нормы функционала
погрешности по коэффициентам при фиксированных узлах. A.Sard [1, 2], L.F.Meyers
[7], G.Coman [9, 10], I.J.Schoenberg [11–14], S.D.Silliman [14], P.Köhler [15], основы-
ваясь на методе сплайнов, а A.Ghizzetti и A.Ossicini [17], F.Lanzara [16], T.Catinaş
и G.Coman [8], используя метод 𝜙-функций построили оптимальные квадратурные

формулы в пространстве 𝐿
(𝑚)
2 . В построении оптимальных кубатурных формул по
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методу Соболева результаты С.Л.Соболева [18] по нахождению коэффициентов оп-
тимальных квадратурных формул обобщили вышеупомянутые исследования, в ко-
торых был применен метод сплайнов. Реализация предложенного С.Л.Соболевым
алгоритма в пространстве 𝐿

(𝑚)
2 велась в научных исседованиях З.Ж.Жамалова,

Ф.Я.Загировой, Х.М.Шадиметова, А.Р.Хаётова и др. Недавные результаты по оп-
тимальным формулам полученным по методу Соболева можно найти, например, в
работах [19, 20].

Отметим, что результаты данной работы тесно связаны с результатами работ [21–
24], которые посвящены к построению оптимальных квадратурных формул по методу
Соболева. В частности, наши резуьтаты обобщает результаты недавной работы [25].

2 Постановка задачи
В настоящей работе мы изучаем построение оптимальной квадратурной формулы

используя метод 𝜙-функций. В связи с этим рассмотрим квадратурные формулы
вида ∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘𝑓(𝑥𝑘) +𝑅𝑛(𝑓), (1)

где 𝐴𝑘 и 𝑥𝑘 коэффициенты и узлы квадратурной формулы. Пусть узлы формулы
расположены на отрезке [𝑎, 𝑏] следующим образом

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥2 < ... < 𝑥𝑛 = 𝑏, (2)

𝑅𝑛(𝑓) – погрешность формулы (1).

Предположим, что подынтегральная функция 𝑓(𝑥) из пространства 𝑊
(1,0)
2,𝜎 (𝑎, 𝑏),

где 𝑊
(1,0)
2,𝜎 (𝑎, 𝑏) это гильбертово пространство абсолютно непрерывных функций, ко-

торые квадратично интегрирумы с производным первого порядка на отрезке [𝑎, 𝑏].
Скалярное произведение любых двух функций 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) из этого пространства
определяется следующей формулой

⟨𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)⟩ =
∫︁ 𝑏

𝑎

(𝑓 ′(𝑥) + 𝜎𝑓(𝑥))(𝑔′(𝑥) + 𝜎𝑔(𝑥))𝑑𝑥, (3)

где 𝜎 ∈ R и 𝜎 ̸= 0. Это пространство снабжена соответствующей нормой

‖𝑓(𝑥)‖
𝑊

(1,0)
2,𝜎

=

(︂∫︁ 𝑏

𝑎

(𝑓 ′(𝑥) + 𝜎𝑓(𝑥))2𝑑𝑥

)︂1/2

. (4)

Одним из важных задач в теории квадратурных формул эта задача оптимально-
сти квадратурных формул относительно погрешности этой формулы. В настоящей
работе мы рассмотрим задачу оптимальности формулы в смысле Сарда. В этом мы
пользуемся взаимноодназначним соответствием между квадратурными формулами
и 𝜙 - функций.

Для удобства введем обозначения

𝐴 = (𝐴0, 𝐴1, ..., 𝐴𝑛) и 𝑋 = (𝑥0, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛). (5)

Определение 1. Квадратурная формула (1) называется оптимальным в смысле

Никольского в пространстве 𝑊
(1,0)
2,𝜎 , если величина

𝐹𝑛(𝑊
(1,0)
2,𝜎 , 𝐴,𝑋) = sup

𝑓∈𝑊 (1,0)
2,𝜎

|𝑅𝑛(𝑓)| (6)
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достигает наименьшего значения относительно 𝐴 и 𝑋, где 𝐴 и 𝑋 определены в (5).

Определение 2. Квадратурная формула (1) называется оптимальным в смысле

Сарда в пространстве 𝑊
(1,0)
2,𝜎 , если величина

𝐹𝑛(𝑊
(1,0)
2,𝜎 , 𝐴) = sup

𝑓∈𝑊 (1,0)
2,𝜎

|𝑅𝑛(𝑓)| (7)

достигает наименьшего значения относительно 𝐴 при фиксированном 𝑋, где 𝐴 и 𝑋
определены в (5).

В настоящей работе мы решаем задачу построения оптимальной квадратурной
формулы вида (1) в смысле Сарда в пространстве 𝑊

(1,0)
2,𝜎 (𝑎, 𝑏), т.е. найдем такие ко-

эффициенты формулы (1), которые удовлетворяют условие (7). При этом мы исполь-
зуем метод 𝜙-функций.

Далее, остальная часть данной работы организована следующим образом. В пара-
графе 3 описывается метод 𝜙-функций построения квадратурных формул вида (1) в

пространстве𝑊
(1,0)
2,𝜎 и приводится взаимосвязь между коэффициентами и 𝜙-функций.

Параграф 4 посвящена получении 𝜙-функций дающие наименьшее значение погреш-
ности квадратурной формулы вида (1). С помощью полученных 𝜙-функций вычис-
ляются коэффициенты оптимальной квадратурной формулы вида (1).

3 Метод 𝜙 - функций построения квадратурных формул в
пространстве 𝑊 (1,0)

2,𝜎

В данном параграфе мы объясним метод 𝜙 - функций построения оптимальных
квадратурных формул вида (1) в смысле Сарда в пространстве 𝑊

(1,0)
2,𝜎 .

Пусть функции 𝑓(𝑥) из пространства 𝑊
(1,0)
2,𝜎 (𝑎, 𝑏) и для данного натурального 𝑛

узлы рассматриваемой квадратурной формулы расположены как в (5). Тогда для
каждого подинтервала [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘], 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛 рассмотрим функции 𝜙𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛
имеющие следующее свойство

𝜙′
𝑘(𝑥)− 𝜎𝜙𝑘(𝑥) = 1, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛. (8)

Тогда функция 𝜙 определяется следующим образом

𝜙|[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘] = 𝜙𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛. (9)

То есть сужение функции 𝜙 на интервал [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] равно 𝜙𝑘.

Введем следующие обозначения

𝐼(𝑓) :=

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥, (10)

𝑄𝑛(𝑓) :=
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘𝑓(𝑥𝑘). (11)
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Теперь используя свойство аддитивности определенного интеграла, учитывая равен-
ства (8), из (10) имеем

𝐼(𝑓) :=

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑛∑︁

𝑘=1

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

(𝜙′
𝑘(𝑥)− 𝜎𝜙𝑘(𝑥))𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

(︂∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝜙′
𝑘(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥− 𝜎

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝜙𝑘(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥

)︂
=

=
𝑛∑︁

𝑘=1

(︂
𝜙𝑘(𝑥)𝑓(𝑥)

⃒⃒⃒⃒𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

−
∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝜙𝑘(𝑥)𝑓
′(𝑥)𝑑𝑥− 𝜎

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝜙𝑘(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥

)︂
=

=
𝑛∑︁

𝑘=1

(︂
𝜙𝑘(𝑥)𝑓(𝑥)

⃒⃒⃒⃒𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

−
∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝜙𝑘(𝑥)(𝑓
′(𝑥) + 𝜎𝑓(𝑥))

)︂
𝑑𝑥 =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

(︂
𝜙𝑘(𝑥𝑘)𝑓(𝑥𝑘)− 𝜙𝑘(𝑥𝑘−1)𝑓(𝑥𝑘−1)

)︂
−

𝑛∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝜙𝑘(𝑥)

(︂
𝑓 ′(𝑥) + 𝜎𝑓(𝑥)

)︂
𝑑𝑥 =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜙𝑘(𝑥𝑘)𝑓(𝑥𝑘)−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜙𝑘(𝑥𝑘−1)𝑓(𝑥𝑘−1)−
𝑛∑︁

𝑘=1

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝜙𝑘(𝑥)

(︂
𝑓 ′(𝑥) + 𝜎𝑓(𝑥)

)︂
𝑑𝑥 =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜙𝑘(𝑥𝑘)𝑓(𝑥𝑘)−
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝜙𝑘+1(𝑥𝑘)𝑓(𝑥𝑘)−
𝑛∑︁

𝑘=1

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝜙𝑘(𝑥)

(︂
𝑓 ′(𝑥) + 𝜎𝑓(𝑥)

)︂
𝑑𝑥 =

= 𝜙𝑛(𝑥𝑛)𝑓(𝑥𝑛) +
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝜙𝑘(𝑥𝑘)𝑓(𝑥𝑘)−
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝜙𝑘+1(𝑥𝑘)𝑓(𝑥𝑘)− 𝜙1(𝑥0)𝑓(𝑥0)−

−
𝑛∑︁

𝑘=1

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝜙𝑘(𝑥)

(︂
𝑓 ′(𝑥) + 𝜎𝑓(𝑥)

)︂
𝑑𝑥.

Отсюда имеем

𝐼(𝑓) : = −𝜙1(𝑥0)𝑓(𝑥0) +
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝜙𝑘(𝑥𝑘)− 𝜙𝑘+1(𝑥𝑘)

)︂
𝑓(𝑥𝑘) + 𝜙𝑛(𝑥𝑛)𝑓(𝑥𝑛)−

−
𝑛∑︁

𝑘=1

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝜙𝑘(𝑥)

(︂
𝑓 ′(𝑥) + 𝜎𝑓(𝑥)

)︂
𝑑𝑥 =

= 𝐴0𝑓(𝑥0) +
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑓(𝑥𝑘) + 𝐴𝑛𝑓(𝑥𝑛) +𝑅𝑛[𝑓 ]. (12)

Из (12) получим

𝐴0 = −𝜙(𝑥0),
𝐴𝑘 = 𝜙𝑘(𝑥𝑘)− 𝜙𝑘+1(𝑥𝑘), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛− 1, (13)

𝐴𝑛 = 𝜙𝑛(𝑥𝑛)

и погрешность формулы имеет вид

𝑅𝑛[𝑓 ] = −
𝑛∑︁

𝑘=1

∫︁ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝜙𝑘(𝑥)

(︂
𝑓 ′(𝑥) + 𝜎𝑓(𝑥)

)︂
𝑑𝑥 =

= −
∫︁ 𝑏

𝑎

𝜙(𝑥)

(︂
𝑓 ′(𝑥) + 𝜎𝑓(𝑥)

)︂
. (14)
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Замечание 1. Зная функцию 𝜙 из (13) можно найти коэффициенты 𝐴𝑘, 𝑘 =
= 0, 1, ..., 𝑛. Такой метод построения квадратурной формулы называется методом 𝜙
- функций.

Замечание 2. Из выражения (14) видно, что квадратурная формула (1) точна
на функциях, которые являются решением уравнения

𝑓 ′(𝑥) + 𝜎𝑓(𝑥) = 0. (15)

Далее, в следующем параграфе мы занимаемся вычислением коэффициентов оп-
тимальной квадратурной формулы вида (1) в пространстве 𝑊

(1,0)
2,𝜎 (𝑎, 𝑏).

4 Задача оптимальности квадратурной формулы вида (1)
В данном параграфе мы обсудим задачу оптимальности квадратурной формулы

вида (1) в пространстве 𝑊
(1,0)
2,𝜎 (𝑎, 𝑏).

Используя неравенство Коши-Шварца для абсолютного значения погрешности
(14) квадратурной формулы (1) имеем следующее

|𝑅𝑛(𝑓)| ⩽ ‖𝑓 ′(𝑥) + 𝜎𝑓(𝑥)‖𝐿2(𝑎,𝑏)

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

𝜙2(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎠1/2

=

= ‖𝑓(𝑥)‖
𝑊

(1,0)
2,𝜎

‖𝜙(𝑥)‖𝐿2(𝑎,𝑏).. (16)

Надо отметить, что здесь задача построение оптимальной квадратурной фор-
мулы вида (1) в смысле Сарда в пространстве 𝑊

(1,0)
2,𝜎 (𝑎, 𝑏) эта задача нахождения

коэффициентов 𝐴 = (𝐴0, 𝐴1, ..., 𝐴𝑛) (при фиксированных узлах 𝑋 = (𝑥0, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛)
удовлетворяющих условие (2)) дающие наименьшее значение величине

𝐹𝑛(𝐴) =

𝑏∫︁
𝑎

𝜙2(𝑥)𝑑𝑥. (17)

В свою очередь эта задача эквивалентна нахождению функций 𝜙𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛
удовлетворяющие уравнению (8) и дающих наименьшее значение величине (17) на
каждом интервале [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘], 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.

Далее, с начала найдем функции 𝜙𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛 дающие наименьшее зна-
чение величине (17) и потом используя формулы (13) вычислим коэффициенты 𝐴𝑘,
𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛 оптимальной квадратурной формулы (1).

4.1 Нахождение функций 𝜙𝑘

Теперь занимаемся нахождением функций 𝜙𝑘 на каждом интервале [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] при
𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛, являющихся решением уравнения

𝑦′ − 𝜎𝑦 = 1. (18)

Решение этого уравнения будем искать в виде произведения 𝑦 = 𝑢𝑦1 функций 𝑢(𝑥) и
𝑦1(𝑥), где 𝑦1 - решение соответствующего однородного уравнения

𝑦′ − 𝜎𝑦 = 0. (19)

Легко проверить, что один из решений уравнения (19) имеет вид

𝑦1(𝑥) = 𝑒𝜎𝑥. (20)
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Теперь мы можем решать уравнение (18). По предпорложению решение уравнения
(18) имеет вид

𝑦(𝑥) = 𝑢𝑦1, (21)

где 𝑦1(𝑥) определена равенством (20). Тогда нам достаточно найти функцию 𝑢(𝑥).
Чтобы найти ее сначала вычислим производное первого порядка неизвестной функ-
ции 𝑦(𝑥) в (21). Тогда имеем

𝑦′ = 𝑢′𝑦1 + 𝑢𝑦′1. (22)

Подставляя (21) в (18), учитывая (20), мы получим

𝑢′𝑒𝜎𝑥 + 𝑢𝜎𝑒𝜎𝑥 − 𝑢𝜎𝑒𝜎𝑥 = 1.

Отсюда
𝑢′ = 𝑒−𝜎𝑥.

Интегрируя обе стороны последнего равенства имеем

𝑢(𝑥) = − 1

𝜎
𝑒−𝜎𝑥 + 𝐶.

Значит, с учетом последного равества и (20), для решения (21) уравнения (18) полу-
чаем

𝑦 = − 1

𝜎
+ 𝐶𝑒𝜎𝑥. (23)

Далее, на каждом интервале [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘], 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛 берем функции 𝜙𝑘(𝑥) в виде
(23), т.е.

𝜙𝑘(𝑥) = − 1

𝜎
+ 𝐶

(𝑘)
1 𝑒𝜎𝑥, 𝑥 ∈ [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘], 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛. (24)

Отсюда заключаем, что для нахождения функций 𝜙𝑘(𝑥) нам требуется найти такие

коэффициенты 𝐶
(𝑘)
1 , 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛, которые дают наименьшее заначения величине

(17) на каждом из интервалов [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] при 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛. Далее, мы найдем та-

кие 𝐶
(𝑘)
1 чтобы интеграл от квадрата функции 𝜙𝑘(𝑥) определенная равенством (24)

на интервале [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] принимал наименьшее значение. В связи с этим рассмотрим
следующие функции

ℱ𝑘(𝐶
(𝑘)
1 ) =

𝑥𝑘∫︁
𝑥𝑘−1

𝜙2
𝑘(𝑥)𝑑𝑥, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.

Тогда отсюда, учитывая (24), имеем

ℱ𝑘(𝐶
(𝑘)
1 ) =

𝑥𝑘∫︁
𝑥𝑘−1

(︂
− 1

𝜎
+ 𝐶

(𝑘)
1 𝑒𝜎𝑥

)︂2

𝑑𝑥 =

=

𝑥𝑘∫︁
𝑥𝑘−1

1

𝜎2
𝑑𝑥− 2𝐶

(𝑘)
1

1

𝜎

𝑥𝑘∫︁
𝑥𝑘−1

𝑒𝜎𝑥𝑑𝑥++(𝐶
(𝑘)
1 )2

𝑥𝑘∫︁
𝑥𝑘−1

𝑒2𝜎𝑥𝑑𝑥, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.

Тогда вычисляя производные первого порядка от функции ℱ𝑘(𝐶
(𝑘)
1 ) по 𝐶

(𝑘)
1 и при-

равнивая ее к нулью, имеем

2𝐶
(𝑘)
1

𝑥𝑘∫︁
𝑥𝑘−1

𝑒2𝜎𝑥𝑑𝑥− 2

𝜎

𝑥𝑘∫︁
𝑥𝑘−1

𝑒𝜎𝑥𝑑𝑥, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.
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Откуда получаем

𝐶
(𝑘)
1 =

1
𝜎

𝑥𝑘∫︀
𝑥𝑘−1

𝑒𝜎𝑥𝑑𝑥

𝑥𝑘∫︀
𝑥𝑘−1

𝑒2𝜎𝑥𝑑𝑥

=
2

𝜎 (𝑒𝜎𝑥𝑘 + 𝑒𝜎𝑥𝑘−1)
, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛. (25)

Легко проверить, что эти значение 𝐶
(𝑘)
1 дает наименьшее значение функции ℱ𝑘(𝐶

(𝑘)
1 )

на интервале [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘]. Тогда, учитывая (25), из (24) имеем

𝜙𝑘(𝑥) = − 1

𝜎
+

2𝑒𝜎𝑥

𝜎 (𝑒𝜎𝑥𝑘 + 𝑒𝜎𝑥𝑘−1)
, 𝑥 ∈ [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘], 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛. (26)

4.2 Вычисление коэффициентов оптимальной квадратурной формулы
вида (1)

Теперь, используя (26), из формул (13) вычислим коэффициенты 𝐴𝑘, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛
оптимальной квадратурной формулы вида (1).

Сначала вычислим 𝐴0. Тогда из (13), с учетом 𝜙1(𝑥), имеем

𝐴0 = −𝜙1(𝑥0) = −
(︂
− 1

𝜎
+

2𝑒𝜎𝑥0

𝜎 (𝑒𝜎𝑥1 + 𝑒𝜎𝑥0)

)︂
=

=
𝑒𝜎𝑥1 − 𝑒𝜎𝑥0

𝜎(𝑒𝜎𝑥1 + 𝑒𝜎𝑥0)
. (27)

Теперь вычислим коэффициенты 𝐴𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛− 1. Тогда из (13), с учетом 𝜙𝑘(𝑥)
при 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛− 1, имеем

𝐴𝑘 = 𝜙𝑘(𝑥𝑘)− 𝜙𝑘+1(𝑥𝑘) =

=

(︂
− 1

𝜎
+

2𝑒𝜎𝑥𝑘

𝜎 (𝑒𝜎𝑥𝑘 + 𝑒𝜎𝑥𝑘−1)

)︂
−
(︂
− 1

𝜎
+

2𝑒𝜎𝑥𝑘

𝜎 (𝑒𝜎𝑥𝑘+1 + 𝑒𝜎𝑥𝑘)

)︂
=

=
2𝑒𝜎𝑥𝑘(𝑒𝜎𝑥𝑘+1 − 𝑒𝜎𝑥𝑘−1)

𝜎(𝑒𝜎𝑥𝑘+1 + 𝑒𝜎𝑥𝑘)(𝑒𝜎𝑥𝑘 + 𝑒𝜎𝑥𝑘−1)
. (28)

Наконец, вычислим последний коэффициент 𝐴𝑛. При этом из (13), с учетом (26),
получаем

𝐴𝑛 = 𝜙𝑛(𝑥𝑛) = − 1

𝜎
+

2𝑒𝜎𝑥𝑛

𝜎 (𝑒𝜎𝑥𝑛 + 𝑒𝜎𝑥𝑛−1)
=

=
𝑒𝜎𝑥𝑛 − 𝑒𝜎𝑥𝑛−1

𝜎(𝑒𝜎𝑥𝑛 + 𝑒𝜎𝑥𝑛−1)
. (29)

Таким образом, суммируя результаты (27), (28) и (29), мы получаем следующую
основную теорему данной работы.

Теорема 1. В пространстве𝑊
(1,0)
2,𝜎 (𝑎, 𝑏) при каждом фиксированном натуральном

𝑛, сущуствует единственная оптимальная в смысле Сарда квадратурная формула
вида

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘𝑓(𝑥𝑘) +𝑅𝑛(𝑓)
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с коэффициентами

𝐴0 =
𝑒𝜎𝑥1 − 𝑒𝜎𝑥0

𝜎(𝑒𝜎𝑥1 + 𝑒𝜎𝑥0)
,

𝐴𝑘 =
2𝑒𝜎𝑥𝑘(𝑒𝜎𝑥𝑘+1 − 𝑒𝜎𝑥𝑘−1)

𝜎(𝑒𝜎𝑥𝑘+1 + 𝑒𝜎𝑥𝑘)(𝑒𝜎𝑥𝑘 + 𝑒𝜎𝑥𝑘−1)
, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛− 1,

𝐴𝑛 =
𝑒𝜎𝑥𝑛 − 𝑒𝜎𝑥𝑛−1

𝜎(𝑒𝜎𝑥𝑛 + 𝑒𝜎𝑥𝑛−1)
.

при фиксированных узлах 𝑥𝑘, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛 удовлетворяющие неравенство 𝑎 = 𝑥0 <
𝑥1 < ... < 𝑥𝑥 = 𝑏.

Замечание 3. Надо отметить, что при [𝑎, 𝑏] = [0, 1] и 𝑥𝑘 = 𝑘ℎ, где 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑁,,
ℎ = 1/𝑁 из теоремы 1 получаем результать работы [25].

5 Заключение
В данной работе мы построили оптимальную квадратурную формулу в простран-

стве 𝑊
(1,0)
2,𝜎 (𝑎, 𝑏), где 𝑊

(1,0)
2,𝜎 (𝑎, 𝑏) – гильбертово пространство абсолютно непрерывных

функций и производные первого порядка которых интегрируемы с квадратом на ин-
тервале [𝑎, 𝑏]. Здесь квадратурная сумма состоит из линейной комбинации значений
𝑓(𝑥𝑘) функции 𝑓(𝑥) в узлах 𝑥𝑘 ∈ [𝑎, 𝑏], где 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ... < 𝑥𝑛 = 𝑏. Погрешность
рассматриваемой квадратурной формулы оценивается сверху с помощью произве-
дения нормы подынтегральной функции и 𝐿2- нормы специальной 𝜙 - функции из
пространства𝑊

(1,0)
2,𝜎 (𝑎, 𝑏). При этом эта 𝜙 функция определяется с точностью до неиз-

ветсного множителья на каждом подинтервале. Оптимальная квадратурная форму-
ла получается за счет выбора этих множителей, которые предоставляет наименьшее
значение 𝐿2- нормы 𝜙 - функции. В данной работе нами найдены такая 𝜙 - функция.
Используя эту 𝜙 - функцию явно найдены коэффициенты оптимальной квадратур-
ной формулы. Полученная квадратурная формула является точной для функций 𝑒𝜎𝑥

и 𝑒−𝜎𝑥. В частности, из результатов данной работы получаются известные результа-
ты.
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[23] Boltaev N.D., Hayotov A.R., Milovanović G.V., Shadimetov Kh.M. Optimal quadrature

formulas for numerical evaluation of Fourier coefficients in 𝑊
(𝑚,𝑚−1)
2 // Journal of Applied

Analysis and Computation, – 2017. – vol. 7, – no. 4, – P. 1233–1266.

[24] Hayotov A.R., Rasulov R.G. The order of convergence of an optimal quadrature formula

with derivative in the space 𝑊
(1,0)
2 // Filomat, – 2020. – vol. 34, – no. 11, – P. 3835–3844.

[25] Hayotov A.R., Kuldoshev H.M. An optimal quadrature formula with sigma parameter //
Problems of Computational and Applied Mathematics, Tashkent, – 2023. – no. 2/1(48), –
P. 7–19.

Поступила в редакцию 20.05.2023

https://buxdu.uz


