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EXACT AND NATURAL SCIENCES

UO*K: 512

UCH O‘LCHAMLI QO*ZG*‘ALISHGA EGA UMUMLASHGAN FRIDRIXS MODELINING
XOS QIYMATLARI HAQIDA

Sayliyeva Gulrux Rustam qizi,
Buxoro davlat universiteti, Buxoro, O ‘zbekiston
g.r.saylieva@buxdu.uz

Annotatsiya. Ushbu maqolada uch o ‘Ichamli qo ‘zg‘alishga ega bo ‘Igan hy 3, i A = 0 umumlashgan
Fridrixs modelining xos giymatlari o ‘rganilgan. Dastlab h,; operatorning muhim spektri mashhur Veyl
teoremasidan foydalanib aniqlangan, so‘ngra uning diskret spektri tahlil qilingan. h,j; operator Xos

giymatlarini o ‘rganish masalasi bir va ikki o ‘lchamli qo ‘zg ‘alishga ega operatorlarning xos qiymatlarini
o ‘rganish masalasiga keltirilgan. Qurilgan yordamchi operatorlar xos giymatlarining mavjudlik shartlari
topilgan.

Kalit so‘zlar: umumlashgan Fridrixs modeli, qo‘zg‘alish operatori, muhim spektr, Fredgolm
determinanti, diskret spektr.

Abstract. In this article, the eigenvalues of the generalized Friedrichs model h,z, .4 = 0 with
perturbation of rank three are studied. First, the essential spectrum of the operator &, ; was determined

using the famous Weyl's theorem, and then its discrete spectrum was analyzed. The problem of the
investigation of the eigenvalues of the operator h,; is reduced to the study of the eigenvalues of the

operators with perturbation rank one and two. The existence conditions for the eigenvalues of the
constructed auxillary operators.

Keywords: generalized Friedrichs model, perturbation operator, essential spectrum, Fredholm
determinant, discrete spectrum.

Annomauus. B Oaunou cmamve ucciredyiomes coOcmeeHHvle 3HAUeHUsi 0000WéHHOU Moldenu
@puopuxca hyz, 1A =0 ¢ mpéxmepnoim 6osmywenuem. Chavana onpedensiemcs e2o CyuwecmeeHHbill

CneKmp ¢ NOMOWbIO 3HAMEHUMOoU meopembvl Beiins, a 3amem aunanusupyemcs e2o OUCKDEMHbIU CHeKmp.
3a0aua uccreoosanus cobcmeennvix snauenuii onepamopa hya npusedena x usyuenuio cobcmeennwvix

SHAYEHUIl ONEPamopos ¢ OOHOMEPHBIM U 08YMEPHBIM 8o3MyweHuem. Hatidenwt ycnosus cywecmeosanus
COOCMBEHHBIX 3HAYEHUL NOCPOEHHBIX 6CHOMO2AMENbHBIX ONEPAMOPO8.

Knioueevie cnosa: ob6o6wénnas modenv Dpudpuxca, onepamop G03MYyUjeHUsl, CyUjecCmeeH bl
cnekmp, onpedeaumens Opedzonvma, OUCKPemHbIL CHEKMP.

Kirish. Kvant mexanikasi, statistik mexanika, gidrodinamika va ko‘plab sohalarda Fridrixs modeli va
umumlashgan Fridrixs modeli deb ataluvchi operatorlar uchrab turadi. Bunday turdagi operatorlar xos
qiymatlari soni, joylashuv o‘rni va ularning mavjudlik shartlarini aniqlash operatorlar nazariyasining ko‘p
o‘rganiladigan obyektlaridan hisoblanadi. Mazkur maqolada Fok fazosining qirgilgan ikki zarrachali gism
fazosida ta’sir qiluvchi umumlashgan Fridrixs modeli qaraladi. Bu model chizigli, chegaralangan va o‘z-
o‘ziga qo‘shma operator bo‘lib, panjaradagi soni saqlanmaydigan va ikkitadan oshmaydigan zarrachalar
sistemasiga mos keladi. U ikkinchi tartibli operatorli matritsa ko‘rinishiga ega. Birinchi diagonal elementi
songa ko‘paytirish operatori, ikkinchi diagonal element esa bir o‘lchamli qo‘zg‘alishga ega Fridrixs
modelidir. Diagonal bo‘lmagan elementlari zamonaviy matematik fizikaga paydo qilish va yo‘qotish
operatorlari deyiladi.

Ta’kidlash lozimki, uch zarrachali diskret Shryodinger operatorlarning muhim va diskret spektrlarini
tadgiq gilishda ikki zarrachali diskret Shryodinger operatori muhim ahamiyat kasb etadi. Panjaradagi soni
saglanmaydigan va uchtadan oshmaydigan zarrachalar sistemasiga mos uchinchi tartibli operatorli
matritsalarning muhim va diskret spektrlarini tavsiflashda ikki zarrachali diskret Shryodinger operatori rolini
umumlashgan Fridrixs modeli o‘ynaydi. Bunday operatorli matritsalar uchun uch zarrachali diskret
Shryodinger operatori uchun o‘rinli bo‘lgan xossalar ko‘plab ishlarda o‘rganilgan. Uch zarrachali diskret
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Shryodinger operatori uchun o‘rinli bo‘lmagan “ikki yoqlama Yefimov hodisa”si operatorli matritsalar
uchun o‘rinli bo‘lishini [1,2] ishlarda o‘rganilgan hamda xos qiymatlar soni uchun asimptotik formula
topilgan. Bunda umumlashgan Fridrixs modeli uchun muhim spektrning chap va o‘ng chegaralari bir vaqtda
xos qiymat yoki virtual sath bo‘lish shartlari [3,4] ishlarda tahlil gilingan. O‘rganilgan model ikki o‘lchamli
qo‘zg‘alishga ega ekanligini qayd qilish lozim.

C kompleks sonlar maydoni, L2(T) bir o‘lchamli T = (—m;m] torda aniglangan kvadrati bilan
integrallanuvchi (kompleks qiymatli) funksiyalarning Gilbert fazosi bo‘lsin. Hy:=C va Hj = L,(T)
fazolarning to‘g‘ri yig‘indisidan tashkil topgan H := Hy&BH; Gilbert fazosida quyidagi operatorli matritsani

garaymiz:

hog phpy )
Odatda bu operatorli matritsaga umumlashgan Fridrixs modeli deb ataladi. Bu yerda i, A-nomanfiy
haqgiqiy sonlar, h,; operatorli matritsaning h;;:H; = H;, i =j, i = 0,1 va v elementlari quyidagicha

aniglangan:
hooffo = £fo. horfi = J‘ sint f;(t)dt,
T
(h%A)(x) = (a+ 1 —cos(2x)) £ (%), (2)
(vA)x) = casxj cost fi (t)dt.

T
Bu yerda £ va a fiksrlangan haqiqiy sonlar, f; € H;, i = 0,1, hy, operator hgq operatorga qo‘shma
operator. Sodda hisoblashlar yordamida
(hp fo)(x) =sinx - fi, fo € Hy
ekanligini hosil gilamiz. Funksional analiz elementlaridan foydalanib, f,: umumlashgan Fridrixs

modelining chiziqli chegaralangan va 0‘z-0°ziga qo‘shma operator ekanligi tekshiriladi.
Umumlashgan Fridrixs modelining xos giymatlari.
Ta’kidlash joizki, hgg operatorli matritsaga h,; umumlashgan Fridrixs modelining qo‘zg‘almas

operatori deyiladi. i operatorining qo‘zg‘alish operatori uch o‘lchamli operatorli matritsa bo‘ladi. Chekli
o‘lchamli qo‘zg‘alishlarda muhim spektrning o‘zgarmasligi haqidagi mashhur Veyl teoremasiga asosan f,,2
umumlashgan Fridrixs modelining muhim spektri hg g operatorli matritsaning muhim spektriga teng bo‘ladi,
ya'ni  Oegsl i) = Oeee(Nop).  Aniglanishiga ko‘ra, hgg operatorli matritsaning muhim  spektri
u(x) = a+1 —cos(2x) funksiyaning qiymatlar to‘plamidan iborat. Shu sababli @uz.(hop) = [a,a + 2]
bo‘ladi. Demak Gess'[h,m} =[a,a+2] tenglik o‘rinli ekan. Endi h, 3 umumlashgan Fridrixs modelining
diskret spektrini o‘rganish magsadida mos ravishda ' va Hy Gilbert fazolarida

(0 _ ( Poo .U-hui) (2. 40 _ .,
hy = (}mgl R, ) h;™ = h); — v (3
kabi aniglangan operatorlarni garaymiz. C\[a,a + 2] sohada aniglangan ushbu:
(1) , sin®t dt
A i=Eg—z—u*
“(z} £z #Ja+1—ms(2t}—z

T

. . cos2t dt
AP (=1 —}LJ

n+1—rcos(2t) —z
T

funksiyalarni garaymiz. Odatda bu funksiyalarga mos ravishda h:‘f} va hf} operatorlari uchun

Fredgolm determinantlari deyiladi [5]. )
Quyidagi lemma h;;u operatorning xos giymatlari va ﬁ.;l}(-} funksiyaning nollari orasidagi
bog‘lanishni ifodalaydi.
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1-lemma. z € CY [a,a + 2] soni hiﬂ
tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Zaruriyligi. Faraz qilaylik, z € C\[a,a +2] soni h:;” operatorning xos giymati,
f = (fa, fi) € H unga mos xos vektor-funksiya bo‘Isin. U holda f; va f; elementlar

(e—z)fh + _u..j sint f(t)dt =0
T (4)
sinxf+(a+1—cos(2x) — z)fi(x) =0
tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi. z € €\, [a,a + 2] ekanligidan barcha x € T lar uchun ushbu
munosabat bajarilishini hosil gilamiz.

operatorning xos qiymati bo‘lishi uchun ﬁiﬂ(z} =0

a+1—cos(2x) —z =0 (5)

(4) tenglamalar sistemasining ikkinchi tengligidan £ {x) uchun
sinxy

S J— ©

a+1—cos(2x)— =z
ifodani hosil gilamiz. fi(x) uchun topilgan (6) ifodani (4) tenglamalar sistemasining birinchi
tengligiga qo‘yib,

i sint dt
£E—z—p° fo=0 (7)

a+1—cos(2t) —z
T
tenglikni hosil gilamiz. Agar (7)-tenglikda f = 0 bo‘lsa, u holda (6)-ifodaga ko‘ra fi{x) = 0 bo‘lishi
kelib chigadi. Bu esa f = (fy, fi) ning z xos giymatga mos xos-vektor funksiyasi bo‘lishiga ziddir. Shu
sababli

,,J sin’t dt
g—z—u?

=0
a+1—cos(2t) —z
T

tenglik bajarilishi kelib chigadi. Ya'ni ﬁf(z} =0.

Yetarliligi. Faraz gilaylik, biror z € C% [a,a + 2] soni uchun ﬂ:.il:'(z} = 0 tenglik o‘rinli bo‘lsin. U
holda f; va fi koordinatalari (6)-munosabat bilan bog‘langan f = {f3, f1), (f = const = 0) vektor-funksiya

(1)

h, f=zf (8)

tenglikni ganoatlantiradi va f € H munosabat bajariladi. Shu sababli ta’rifga ko‘ra z € T\ [a,a + 2]
soni h;ll} operatorning xos qiymati bo‘ladi. Lemma isbotlandi.

Endi hf) operatorning xos giymati va ﬁf}( +) funksiyaning nollari orasidagi bog‘lanishni ifodalovchi
tasdigni keltiramiz. _ ?

2-lemma. z € C\ [a,a +2] soni hﬁ‘joperatorning xos qiymati bo‘lishi uchun ﬁj‘}(z} =0
tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir. _

Isbot. Zaruriyligi. Faraz gilaylik, z € C% [a,a + 2] soni hﬁl} operator uchun xos giymat, fi € Hj esa
Z xos gqiymatga mos xos funksiya bo‘lsin. U holda fi funksiya

(a+1—cos(2x) —z)filx) — A casxj costfi(t)dt =10 (9)
T
tenglikni ganoatlantiradi. Ushbu
C= J‘cnstfl(t]dt (10)
T

belgilashni kiritamiz. U holda (5)-munosabatni inobatga olib, (9)-tenglikdan f3 (x) uchun
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C cosx
filx) = n+2—cos(2x) —z an

ifodani hosil gilamiz. fi{x) uchun topilgan (11)-ifodani (10)-belgilashga qo‘yib,

1-3 cos’t dt =0 12)
a+1—cos(2t) —z|

T
tenglikni hosil gilamiz. Agar oxirgi tenglikda € = 0 bo‘lsa, u holda (11)-munosabatdan fi(x) = 0
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa fi {x) ning z xos qiymatga mos xos funksiyasi bo‘lishiga ziddir. Shu sababli

1 AJ cos’t dt —0o
a+1—cos(2t)— =z
T
tenglik bajariladi. Ya’ni A7 (2) = 0.
Yetarliligi. Faraz gilaylik, biror z € C% [a,a + 2] soni uchun ﬁf}(z} = 0 tenglik o‘rinli bo‘lsin. U

holda (11)-tenglik yordamida aniglangan f; (x) funksiya hfjfl = zf; tenglikni ganoatlantiradi va f; € Hy
munosabat bajariladi. Shu sababli z € CY [a,a + 2] son hf} operatorning xos qiymati bo‘ladi. Lemma
isbotlandi. _ .

Quyidagi teorema h,; hamda h:{u va hf) operatorlar xos qiymatlari orasidagi bog‘lanishni
ifodalaydi. _

1-teorema. z € C\ [a,a + 2] soni h,; operatorning xos qiymati bo‘lishi uchun bu z soni uning hill“:'
va hf} operatorlardan kamida bittasining xos qiymati bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Ishot. Faraz gilaylik, biror z € T\, [a,a + 2] soni h,; operatorning xos giymati va (f3, fi) € # unga
mos xos vektor-funksiya bo‘lsin. U holda f; va fi elementlar quyidagi tenglamalar sistemasini
ganoatlantiradi:

(g—z}fﬂ+i;jsin:f1{:} dt=0;
V2 g

(13)
psinx fp+{a+1—cos(2x) — z2)f{x) — 4 cast‘ cost f(t) dt = 0.

T
Yuqoridagi (10)-belgilashdan foydalanib, (13)-tenglamalar sistemasining ikkinchi tenglamasidan

f1(x) uchun
AcosxC usin{x) f
fi(x::' = -
an+2—cos(2x)—z a+2—cos2x)— z
ifodani hosil gilamiz.

fi(x) uchun topilgan (14)-ifodani (13)-sistemaning birinchi tenglamasiga qo‘yamiz hamda (10)-
belgilashdan foydalanamiz. U holda
i
u? sin®t dt J7r) sintcost dt
—F—— + L — =
£ fﬂ+1—ccs{2t}—z fo x.ng a+1—cos(2t) —z
* : (15)

J‘ sin t cost dt vel1-a cosit dt
MT a+1—cas(2t]—z‘fu a+1—cos(2t) —z

(14)

- T
tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi. (15)-tenglamalar sistemasi tarkibidagi ushbu
I(z) = J‘ sint costdt (16)

z _T a+1—cos(2t) —z
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integralda integral osti funksiyasi toq funksiya bo‘lganligi sababli uning nolga nisbatan simmetrik
oraliq bo‘yicha integrali nolga teng, ya’ni
Iz) =0.

U holda (15)-tenglamalar sistemasi quyidagi ko‘rinishga keladi:
i

. sin? t dt
E—z—p° fo=0

a+1—cos(2t)—z
* ’ (17)

-3 costtdt c—0
a+1—cos(2t)—z |

- T
(17)-tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega bo‘lishi uchun

5 sin t dt ol 1-3 cos®t dt _0
ETITH a+1—cos(2t)—z a+1—cos(2t) —z|

T T
ya'ni ﬂl.;;l}(z} -ﬁ:i:}(z} = 0 bo‘lishi zarur va yetarlidir. Bundan z € T\ [a,a + 2] soni

h,, 1 operatorning xos qiymati bo‘lishi uchun f_'l.iﬂ(z} =0va ﬁf}(z} = 0 tengliklarning kamida bittasining
bajarilishi zarur va yetarli ekanligini hosil gilamiz.
h;ll} operatorning xos giymatlar soni va joylashuv o‘rnini aniglash magsadida quyidagi hisoblashlarni

amalga oshiramiz. Dastlab, AS” (@) ni hisoblaymiz:

¢ .  sin?t dt . sin®t dt .
ﬂl.‘lj(a}=£—a—p‘ — —=sf—a—p* | ————=z—a—p’m
H 1 — cos(2t) 2sin® t

T T
Ko‘rinib turibdiki, agar £ = @ bo‘lsa, u holda ixtiyoriy ¢ = 0 uchun ﬁ;l}(a} = a tengsizlik o‘rinli.

Shu sababli lim_ .ﬁ.;l}(z} = +oo tenglikdan hamda ﬁil}(-} funksiyaning (—oo; @) oraliqda uzluksiz, monoton
kamayuvchi ekanligidan ﬁil}(-} funksiya (—=o; a) oraliqda yagona nolga teng ekanligi kelib chigadi. Demak,
1-lemmaga ko‘ra ixtiyoriy # = 0 soni uchun hf} operator {—co; @) oraligda yagona xos giymatga ega
bo‘ladi. Faraz qilaylik, £ > @ bo‘lsin. U holda ixtiyoriy # = /(z — @)/ lar uchun h;n operator (—oo; @)

oraligda yotuvchi yagona xos giymatga ega bo‘ladi.
Endi AS”(a + 2) ni hisoblaymiz:

2D+ 2) = 542  sin’t dt B 542 sin?t dt
ko e 11 coszn~ " ° # 2cos?t
T T
_ L u 1 ~
=f—a—2+— | tgctdtze—a—-2+— ——1|dt =+
2 2 cost
-

T
Shu sababli ixtiyoriy g = 0 soni uchun h:;l} operator @ + 2 dan o‘ngda yotuvchi yagona xos giymatga
ega.
hji:j operatorning xos qiymatlarini o‘rganish magsadida ﬁizj( a) ni hisoblaymiz:
AP(a) =1 —}LJ sntrdt A im
A 1 — cos(2t) 2
T
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Agar A = 1/m bo‘lsa, u holda 1_1}1;1 ﬁf}(z} =1 tenglikdan hamda ﬁf}(-} funksiyaning (a;+oo)

oraliqda uzluksiz, monoton o‘suvchi ekanligidan hf} operator @ dan chapda yotuvchi xos giymatlarga ega
emas. Ixtiyoriy 4 = 1/m soni uchun hf) operator @ dan chapda yotuvchi yagona xos giymatga ega. ﬁfj )
funksiyaning aniqlanishiga ko‘ra istalgan z = a + 2 uchun barcha A = 0 soni uchun ﬁf}(z} > 1 tengsizlik

o‘rinli. Bu esa o‘z navbatida ixtiyoriy 4 = 0 soni uchun hf} operator @ + 2 dan chapda yotuvchi xos

giymatlarga ega emas.

Olingan natijalar hamda 1- va 2- lemmalarni inobatga olsak 1-teorema to‘la isbot bo‘ladi.

Xulosa. Ushbu maqolada ikkinchi tartibli operatorli matritsa ko‘rinishdagi h,a, w4 =0
umumlashgan Fridrixs modeli Fok fazosining qirgilgan ikki zarrachali qgism fazosidagi chizigli
chegaralangan o‘z-0‘ziga qo‘shma operator sifatida qaralgan. h,, ; operatorning muhim spektri topilgan. f,, 2

operatorning xos qiymatlarini o‘rganish masalasi nisbatan sodda ko‘rinishga ega ikkita h:;l“:' va hﬁ‘j
operatorlarning xos qiymatlarini o‘rganish masalasiga keltirilgan hamda ular orasida bog‘lanish o‘rnatilgan.
h;;u va hﬁ‘} operatorlarga mos Fredgolm determinantlari qurilgan.
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