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Buxoro davlat universiteti,

Matematik analiz kafedrasi dotsenti
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ABSOLYUT UZLUKSIZ FUNKSIYALAR MAVZUSINI O‘QITISHDA
AYRIM METODIK TAVSIYALAR

Annotatsiya. Maqolada matematik analiz fanining asosiy bo‘limi bo‘lgan absolyut
uzluksiz funksiyalar sinfi haqida batafsil ma’lumotlar bayon gilingan. Absolyut uzluksiz
funsiyalarning ikkita ta'rifi alohida-alohida keltirilib, ekvivalentligi isbotlab ko ‘rsatilgan. Bir
gator xossalari keltirilib, ayrimlarini isbotlari ham tushuntirib berilgan. Mavzuni talabalarga
tushuntirishda duch kelinadigan asosiy muammolar yoritilib, uni o ‘gitish bo ‘yicha uslubiy
ko ‘rsatmalar tavsiya gilingan. Uzluksiz va absolyut uzluksiz funksiyalarga hamda uzluksiz
bo ‘lib, absolyut uzluksiz bo ‘Imaydigan funksiyalarga misollar keltirilgan.

Kalit so‘zlar: uzluksiz, absolyut uzluksiz, Riman integrali, Stiltes integrali, tanlov
darslari, Lebeg integrali, sanogli intervallar sistemasi, ekvivalent, soni chekli, monoton
kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya, hosila, o zgarmas son, funksiya variatsiyasi, Lipshits
sharti.

HEKOTOPBIE METOJINYECKHUE PEKOMEHJIAIIUU IO ITPEINIOJABAHUIO
TEMBbI Ob ABCOJIIOTHBIX HEINPEPBIBHBIX ®YHKIIUAX
Pacysos Xaiinap Paynosuy,
byxapckuii rocy 1apCTBEHHBI YHUBEPCUTET,
JIOLIEHT Kadeapbl MAaTEMAaTUYECKOTO aHaIN3a
http://orcid.org/0000-0001-8525-4701

Annomayun. B cmamve npeocmasnena noopoouas ungopmayus o Kuacce abCcoaomuo
HEenpepul8HbIX (OYHKYULL, KOMOPbIU ABIAEMCS OCHOBHbIM PA30eNioM MAMeMamuiecKko2o aHauusd.
Jlatomcss  omoenvHO-0moenvHo 08a onpedeieHus aOCOIIOMHO HEeNPePuleHbIX (OYHKYUll U
0oKazamvl ux dKeueareHmuocmo. Ilpuseden pso ceolicme, a makdce OOBACHEHbL
00KA3amMeNbCmea HeKOmopwlX U3 Hux. Bvloenenvl ochosHvie npobnemvl, o3HUKarOWue npu
npenooasaHuu memvl CHMYOEHMAM, U PEeKOMEeHOO8AHbl Memooudeckue YKA3aHus no e2o
pasvacHenuio. llpusedenvl npumepvl HeNpepvlBHLIX U AOCONIOMHO HEeNnpepvleHbliX QYHKYUL, a
maxoice YHKYULL Henpepwvl8HbIX U He AOCONIOMHO HeNPEePbIGHbIX.

Knroueevle cnosa: Henpepviguwvlii, aOCOIOMHO Henpepviéuvll, unmezpal Pumana,
uumezpan Cmunrmoveca, u3dpaumHvle ypoxu, ummezpan Jlebeza, cucmema NpOHYMeEpOBAHHLIX
UHMEpPBAO8, IKBUBANEHMHOCMb, KOHEUHOe YUCI0, MOHOMOHHO HeyOwblearwas adCconOmMHO
HenpepvleHas (QYyHKYUs, HNPoOU38OOHAs, NOCMOSIHHOE HYUCIO0, 8apuayus Q@YHKyuu, yciogue
Jlunwuya.

SOME GUIDELINES FOR TEACHING THE SUBJECT OF ABSOLUTE
CONTINUOUS FUNCTIONS
Rasulov Xaydar Raupovich,
Bukhara State University, Associate Professor of the Department of Mathematical Analysis
http://orcid.org/0000-0001-8525-4701
Annotation. The article provides detailed information about the class of absolutely
continuous functions, which is the main branch of calculus. Two definitions of absolutely
continuous functions are given separately and their equivalence is proved. A number of
properties are given, and the proofs of some of them are explained. The main problems that arise
when explaining the subject to students are identified, and methodological guidelines for
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teaching it are recommended. Examples are given of continuous and absolutely continuous
functions, as well as functions of continuous and not absolutely continuous.

Keywords: continuous, absolutely continuous, Riemann integral, Stiltes integral, choice
classes, Lebesgue integral, system of numbered intervals, equivalence, finite number,
monotonically nondecreasing absolutely continuous function, derivative, constant number,
variation of a function, Lipschitz condition.

KIRISH

Ma’lumki, Riman integrali matematik analizning asosiy mavzularidan biridir. Amaliy
tadbig‘ining ko‘pligi bilan fanda muhim o‘rin tutadi. Riman integralining umumlashmasi bo‘lgan
Stiltes integralini o‘rganishda esa absolyut uzluksiz funksiyalar asosiy vazifani o‘taydi.

O‘z navbatida absolyut uzluksiz funksiyalar keng amaliy tadbiqga ega hisoblanadi. Bu
funksiyalar sinfi ko‘proq olimlarning ilmiy izlanishlarida qo‘llanilganligi sababli bakalavriyatda
mavzu bo‘yicha ko‘p ma’lumotlar berilmaydi. Faqatgina ayrim tanlov darslarida, masalan
«Analizning tanlangan boblari» fanida gisqacha ma’lumot berib o‘tiladi.

Hozirgi vaqtda ilm-fan jadal rivojlanib kelayotgan vaqtda bir gator talabalarning ilmiy
ishlar bilan shug‘ullanishlari ham ko‘payib bormogda. Bu esa mavzuning dolzarbligini namoyon
giladi.

Matematik analiz fani va mavjud adabiyotlarda absolyut uzluksiz funksiyalarga doir
ma’lumotlar berilgan [1-2]. Biroq, bir adabiyotda boshqa ta’rif, ikkinchi adabiyotda esa boshqa
(ekvivalent) ta’riflar keltirilgan. Absolyut uzluksiz funksiyalarga nisbatan juda kam misollar
echib ko‘rsatilgan. Shuningdek, uzluksiz va absolyut uzluksiz funksiyalar o‘rtasidagi bog‘liglar
va ularga doir misollar juda kam berilgan.

Absolyut uzluksizlik tushunchasini yana quyidagicha tushuntirib berish mumkin.
Absolyut uzluksizlik — noformal aytilganda, matematik analizda integrallash va differensiallash
o‘rtasidagi bog‘liglik haqidagi Nyuton-Leybnitsning teoremasining bajarilishida funksiya va
o‘lchovlarning xossalari hisoblanadi. Odatda bu teorema Riman integrali terminida
shakllantiriladi va hosilani Riman bo‘yicha integrallanishini o‘z ichiga oladi. Agar kengroq
bo‘lgan Lebegning umumiy integralini o‘rganadigan bo‘lsak, deyarli hamma joyda o‘lchanuvchi
hosilaning mavjud bo‘lishi kuchsiz bo‘lib goladi. Nyuton-Leybnits teoremasida keltirilgan
munosabatlarni bajarilishi uchun absolyut uzluksizlik zarur bo‘lib goladi. Bu tushuncha Radon-
Nikodim teoremasi yordamida o‘lchovlar nazariyasiga o‘tkaziladi [3].

ASOSIY QISM

Endi bevosita uzluksiz funksiyalar sinfini batafsil yoritishga harakat gilamiz.

Ta’rif 1. [a, b] kesmada aniglangan f(x) funksiya berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy € > 0
son uchun shunday & > 0 son mavjud bo‘lsaki, o‘zaro kesishmaydigan har ganday {(a,by)}re,
sanogli intervallar sistemasi uchun

@b clab),y e-an <5
k=1 k=1

shartlar bajarilganda

DI~ @)l < & (1)
k=1

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda f (x) funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz deyiladi.

Umuman R dagi ixtiyoriy oraliqgda aniglangan funksiya uchun absolyut uzluksizlik
tushunchasini shunday kiritish mumkin.

Kelgusida qulaylik uchun absolyut uzluksiz funksiyalarning ushbu ta’rifidan foydalanish
ham mumekin.

Ta’rif 2. Agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday 6 > 0 son mavjud bo‘lsaki, [a,b]
kesmadagi chekli sondagi o‘zaro kesishmaydigan har ganday {(a;by)}r-, intervallar sistemasi
uchun
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n

Z(bk_ak) <4

k=1

shart bo‘lganda

DI~ f@ol < e
k=1

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya [a,b] kesmada absolyut uzluksiz deyiladi. Bu
ta’riflarning ekvivalentligini isboti quyida keltiriladi.

Ta’riflar aytilganidan so‘ng, albatta uzluksiz va absolyut uzluksiz funksiyalar o‘rtasidagi
bog‘liglik haqida savol berish magsadga muvofiq hisoblanadi. Jumladan, [a, b] kesmada har
ganday absolyut uzluksiz funksiya uzluksiz bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan ta’riflarga n = 1 desak,
[a, b] kesmada uzluksiz funksiyaning ta’rifiga kelamiz.

Absolyut uzluksiz funksiyalarning xossalari

1. Absolyut uzluksiz funksiyaning ta’rifidagi «soni chekli» jumlani «soni chekli yoki
sanoqli» jumla bilan almashtirish mumkin.

2. (1) tengsizlik

<ég

D (B0 - fla)
k=1

tengsizlik bilan almashtirilsa, absolyut uzluksizlik ta’rifi o‘zgarmaydi (birinchi va ikkinchi
ta’riflarning ekvivalentligi).

Hagigatdan ham, faraz qilaylik [a, b] oraliqda berilgan f(x) funksiya quyidagi shartni
ganoatlantirsin: ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday 6 > 0 son mavjud bo‘lib, ixtiyoriy o‘zaro
kesishmaydigan {(ay, by)}T (a, < by) intervallar sistemasi uchun

n n

|J@oho a5l ) (e-an <5 @
bo‘lganda = =

<ég

D (b0 - fla)
k=1

tengsizlik bajarilsin.

Yugoridagi shartning zaruriyligi absolyut uzluksiz funksiyaning ta’rifidan osongina kelib
chigadi. Endi bu shartning etarliligini ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya hagigiy giymat gabul giluvchi va € > 0 bo‘lib, bu son
uchun yugoridagi shartni ganoatlantiruvchi § > 0 topilgan bo‘lsin.

Agar {(ay, b)}r-, yuqoridagi (2) shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy intervallar
sistemasi bo‘lsa, biz bu sistemani ikkita guruhga bo‘lamiz. Birinchi guruhga f(by,) = f (ay,)
shartni ganoatlantiruvchi (akl,bkl),lzl,_m intervallar kirsin (bu shartni ganoatlantiruvchi
birorta ham interval bo‘lmasligi mumkin). Ikkinchi guruhga {(ay, by)} sistemadagi kolgan
(kg b, )ra=m+1,n intervallarni Kiritamiz.

SHartga ko‘ra,

m n
Z(bkl —a,,) < S va Z (b, —a,) < 8
=1

qg=m+1
tengsizliklarning ikkalasi ham bajariladi. Shuning uchun quyidagi

PRGCOETIC™)

tengsizliklarga ega bo‘lamiz.
Bu tengsizliklardan

n

<&, Z f (be,) — f (@, | < ¢

qg=m+1
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n

Y IFG = F@dl = Y [F(be) = F@)l + > | (be,) — flay)] =
k=1 =1

qg=m+1
n

z (f(bkq)—f(akq)) <ete=2¢

q=m+1

+

> () — flax)
=1

munosabat kelib chigadi, ya’ni f(x) absolyut uzluksiz funksiya.

Agar f(x) kompleks giymatli funksiya bo‘lsa, uning haqgigiy va mavhum gismlarining
absolyut uzluksizligini yuqoridagidek ko‘rsatamiz. Bundan f(x) funksiyaning o‘zi ham absolyut
uzluksiz ekanligi kelib chigadi.

3. [a,b] kesmada absolyut uzluksiz bo‘lgan funksiyaning shu kesmada o‘zgarishi
chegaralangandir.

4. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a, b] kesmada absolyut uzluksiz bo‘lsa f(x) + g(x),

f(x)-g(x) funksiyalar va berilgan kesmada g(x) # 0 bo‘lganda % funksiya ham shu

kesmada absolyut uzluksiz bo‘ladi.
SHuni ta’kidlash joizki, agar f(x) va g(x) funksiyalar R dagi chegaralangan to‘plamda
absolyut uzluksiz bo‘lsa f(x) - g(x) funksiya umuman aytganda absolyut uzluksiz emas.
5. Har ganday absolyut uzluksiz funksiyani ikkita monoton kamaymaydigan absolyut
uzluksiz funksiyalarning ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin.
6. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
X

PG = [ rodn

a
funksiya yoki Lebegning anigmas integrali absolyut uzluksiz funksiya bo‘ladi.
7. [a,b] kesmada absolyut uzluksiz F(x) funksiya shu oraligning deyarli barcha
nugtalarida chekli hosilaga ega va f(x) = F'(x) funksiya [a,b] da jamlanuvchi, bundan
tashqari, har bir x € [a, b] uchun

[ ran = Fo - F@

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

8. Agar [a, b] kesmada absolyut uzluksiz f(x) funksiyaning hosilasi f’(x) deyarli har bir
nugtada nolga teng bo‘lsa, f(x) funksiya o‘zgarmas songa teng bo‘ladi.

[a, b] kesmada aniglangan f(x) funksiya va «,0 < a <1 son berilgan bo‘lsin. Agar
shunday o‘zgarmas K son mavjud bo‘lib, ixtiyoriy x, y € [a, b] lar uchun

lf(x) = fFO)I < Klx — y|®
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiyani a darajali Gyolder sinfi H*[a, b] ga qarashli deymiz.
Odatda a = 1 darajali Gyolder sinfiga garashli funksiyalarni Lipshits shartini ganoatlantiruvchi
funksiyalar deb aytiladi.

Xossalarning isboti o‘rganilganda, 3-xossaning isbotlash yo‘li muhim ahamiyatga egaligi
va boshga isbotlarga o‘xshamasligi ko‘rinadi. Ushbuni inobatga olib, 3-xossani isbotini
keltiramiz.

Isbot. Ixtiyoriy € > 0 soni va unga mos ravishda absolyut uzluksiz funksiyalarning
ta’rifida keltirilgan § > 0 berilgan bo‘lsin.

Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada cheksiz variatsiyaga ega bo‘lsa, u holda [a,b]
kesmani max(x; — x;_,) < & bo‘lgan ixtiyoriy chekli [a,x], [x1,x2], ... [X5,—1, b] bo‘linishini
olganimizda, shunday [x;_;,x;] kesma topiladiki, unda f(x) funksiyani variatsiya cheksiz
bo‘ladi.
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[x;_q1,x;] kesmani shunday [xi(j)+hj,xl.(j)],j=1,2,...m bo‘laklarga ajratamizki,

i h; <&

j=1
S + ) - 1)
j=1

cheksiz katta bo‘ladi. Bu esa funksiyaning absolyut uzluksiz ekanligiga zid. Xossa isbotlandi.

USULLAR

Absolyut uzluksiz funksiyalar mavzusini mustahkamlashda, xususan ularga doir misol-
masalalarni echishda Singapurda keng go‘llaniladigan usuldan foydalanishga harakat gilamiz.

Ma’lumki, 1995 yildan boshlab singapurlik o‘quvchilar va talabalar matematikadan
o‘tkazilayotgan turli xalgaro olimpiadalar g‘olibi bo‘lib kelishmoqda. Shu sababli ko‘pgina
davlatlar Singapur matematikasini butunligicha joriy etishga yoki undan nusxa olishga urinib
kelishmogda. AQSH, YAponiya, Isroil, Rossiya va Koreya davlatlarida ham bu yondashuvni
asos qilib olib, Singapur matematikasi uslubiyotini matematika fanini o‘qgitishda joriy
etishmoqda.

Singapur matematikasining asosiy Xususiyatlari quyidagilardan iborat: ta’lim
jarayonining mohiyati katta hajmdagi o‘quv materialini o‘rganishga emas, balki Kiritilayotgan
matematik atama va faktlarni tushunish chuqurligiga e’tibor beriladi. Odatdagi, xususan bizning
maktab va oliy ta’lim muassasalarida matematika fani o‘quv dasturlarimizda buning aksi:
dasturlarimiz o‘quv yuklamasi juda katta, o‘rganilishi kerak bo‘lgan mavzular juda ko‘p,
vaqtimiz esa cheklangan. Buning ogibatida bu mavzularni chuqur o‘rganish imkoniyatlari
cheklangan.

Dars yangi turdagi masalani echish goidasidan emas, balki bevosita notanish masalani
echishdan boshlanadi. O‘quvchi va talabalar oldingi bilim va ko‘nikmalari asosida intuitiv
ravishda masalani echishga urinib ko‘radilar. Ular birgalikda «urinish, xato qilish va uni
tuzatish» orqgali mulohaza yuritadilar, xatolar giladilar hamda bu xatolar ustida ishlashadi, shu
asosida to‘g‘ri echimga bosqichma-bosgich yaqginlashib borishadi. Bu o‘rinda, o‘quvchi va
talabalar xato gilish unchalik yomon ish emasligini, aynan turli xato echimlarni tahlil qgilish va
tekshirish (kichik tadgigot) jarayoni bora-bora ularni to‘g‘ri echimga olib borishini oz tajribalari
asosida tushunib etishadi.

O‘quvchilar bir necha kishilik kichik guruhlarda interfaol usullar bilan shug‘ullanadilar.
Masalani jamoa bo‘lib echishga o‘rganadilar, mavzuni ganday tushunganliklarini bir-birlariga
aytib berishadi, echimlarni muhokama giladilar hamda jamoaviy ishlarni bajarishadi [4].

Ta’lim jarayonining boshidan amaliy ishga yo‘naltirilganligi u yoki bu matematik
tushunchaning nima sababdan o‘rganilayotganligi va uning hayotiy vaziyatlarda gachon va
gaerda kerak bo‘lishini oldindan bilishga va ta’lim olishga bo‘lgan motivatsiyani (qgizigishni)
oshiradi. Bu esa, matematika fani hayotda kerakli va foydali bo‘lishi bilan birga, uning jozibador
fan ekanligini ham ta’minlaydi.

YUqorida keltirilganlarni inobatga olib, biz asosiy tushunchalarni keltiramiz. Misollarni
esa talabalarning o‘zi echishiga undaymiz.

SHu o‘rinda aytish lozimki, taqdim gilinayotgan misollarni o‘zimiz tuzishimiz yoki
mavjud adabiyotlardan olishimiz mumkin. Misol va masalalar tanlanayotganda asosiy e’tibor
ularning o‘tilgan nazariy qism bilan chambarchas bog‘liqligini inobatga olishga qaratish lozim.
Shunda talabalarning o‘zi o‘gituvchi tomonidan masala echib ko‘rsatilmasa ham misol va
masalalarni echishga harakat giladilar va echa oladilar. Bu tadgigotlar usuli - talabalar o‘rtasida
go‘llanilishi mumkin bo‘lgan eng samarali usul hisoblanadi.

1-misol. f(x) = x funksiyaning [0,1] kesmada absolyut uzluksizligini isbotlang.

bo‘lganda

172



"Pedagogik akmeologiya" xalgaro ilmiy-metodik jurnali maxsus son, 2022

Echish. Faraz gilaylik € > 0 ixtiyoriy son bo‘lsin. § = & > 0 deb olamiz. Endi bu 6§ —
son ta’rifdagi shartni qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy {(ay, by)}r=,; o‘zaro
kesishmaydigan intervallar sistemasi uchun

U(ak' by) [0'1];2(bk —ag) <9
k=1 k=1

shartlar bajarilgan bo‘lsin. U holda

DB~ f@)l =) Ibe—al =Y e—a) <6 =¢,
k=1 k=1 k=1

ya’'ni
DB - flanl <
k=1

tengsizlik ham bajariladi.

f(x) = x va o‘zgarmas funksiya absolyut uzluksiz bo‘lganligi uchun 4 — xossaga ko‘ra
ixtiyoriy ko‘p had ham [0,1] kesmada absolyut uzluksiz bo‘ladi.

2-misol. Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada Lipshits shartini ganoatlantirsa, uning shu
kesmada absolyut uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

Echish. f(x) funksiya [a, b] kesmada Lipshits shartini ganoatlantirsin, ya’ni shunday
k > 0 mavjud bo‘lib, ixtiyoriy x,y € [a, b] lar uchun |f(x) — f(y)| = k(x — y) o‘rinli bo‘lsin.

Ixtiyoriy € > 0 son uchun & =¢&/k deb olamiz. U holda o‘zaro kesishmaydigan
{(ay, b)}r—, intervallar sistemasi uchun

U(akJ bk) c [Cl, b], Z(bk - ak) )
k=1 k=1

shartlar bajarilsa,
n n n
N 1F b0~ fla) < Y Kb —ard Sk Y (b —a) <kb =,
k=1 k=1 k=1
ya’ni
n
Db - flal <e
k=1

tengsizlik bajariladi. Demak, f(x) abs_olyut uzluksiz funksiya.

Bu misoldan xususiy holda ko‘rinadiki, f(x) funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz
bo‘ladi. Chunki bunday funksiya Lagranj teoremasiga ko‘ra Lipshits shartini ganotlantiradi.

3-misol. f(x) =x? funksiyaning (—oo;c0) oraligda absolyut uzluksiz emasligini
ko‘rsating.

Echish: € =2 deb olamiz. Quyidagi ikkita x, =n,y, =n +% ketma-ketliklarni
garaymiz. U holda quyidagi munosobatlar o‘rinli:

|xn_Yn|:£_>0;

1
If ) = fOI = 2+ — > 2,V €N,

ya’ni, ixtiyoriy § > 0 son uchun shunday n, € N topiladiki, tengsizlik bajariladi. Lekin
|f () = Fdl > e

Bundan ko‘rinadiki, f(x) = x? funksiya (—oo,0) oraligda absolyut uzluksiz emas.
Lekin g(x) = x funksiya (—oo,00) oraligda absolyut uzluksiz. Buni 1-misoldagidek isbotlash
mumekin.

4-misol. Agar o‘zaro kesishmaydigan {(ay, by)}r=1, (ax < by) intervallar sistemasi
mavjud bo‘lib,
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> (he—a) <wva Y If(h) ~ fla)] = o
k=1 k=1

munosabatlar bajarilsa, u holda f(x) funksiya [a, b] kesmada absolyut uzluksiz bo‘lolmasligini
isbotlang.

Echish: Agar biror k € N uchun f(by,) = o yoki f(ay,) = o bolsa, u holda f(x)
ning absolyut uzluksiz emasligi o°z-o‘zidan ravshan. Chunki bu holda f(x) funksiya by yoki
ay, hugtada uzilishga ega bo‘lar edi. Shuning uchun umumiylikka ziyon etmasdan ixtiyoriy n €
N uchun |f(ax, )| va |f(b,)| chekli son deb faraz gilish mumkin.

& = 1 deb olamiz.
> (- a)
k=1

gator yaginlashuvchi bo‘lganligi uchun ixtig/oriy & > 0 uchun shunday N son topiladiki,

D h-a <o
k=1

Z|f(bk) COIEE:
bo‘lganligi va har bir k uchun f(ako) va f (by, ) chekli son bo‘Iganligi uchun

Z|f(bk> fl@l=co>1=¢

tengsizlikga ega bo‘lamiz. Bundan absolyut uzluksiz funksiyaning 1-xossasiga ko‘ra,
f (x) funksiya [a, b] da absolyut uzluksiz emas degan xulosaga kelamiz.

5-misol. f(x) = x% 0 < a < 1 funksiyaning [0,1] oraligda absolyut uzluksiz ekanligini
isbotlang.

tengsizlik bajariladi.

Echish: Faraz qgilaylik € oldindan berilgan musbat son bo‘lsin. § = (ﬁ)l/a >0 deb
olamiz.

Endi  {(ax, b)}r=1, (ar < by), (ar, b)) € [0,1]  o‘zaro  kesishmaydigan  va
uzunliklarining yig‘indisi § dan kichik bo‘lgan intervallar sistemasi bo‘lsin.

Agar § nugta biror (ay,, by,) intervalda yotsa, u holda bu intervalni ikki (a,,d) va
(6, by,) intervallarga bo‘lib, {(ay, by)} sistemadagi (ay,, by, ) intervalni (ay,, &) U (6, by, ) bilan
almashtiramiz. O‘z-o‘zidan ravshanki, bu bilan funksiya giymatlar ayirmasi modullarining
yig‘indisi kamaymaydi. Shuning uchun umumiylikka zarar keltirmasdan § nuqta birorta ham
intervalda yotmaydi deb faraz gilishimiz mumkin.

{(ax, b)Y, intervallar sistemasini ikki guruhga bo‘lamiz. Birinchi guruhga [0,d]
oraligda yotuvchi (ake, bke),e =1,m intervallarni kiritamiz. Ikkinchi guruhga golgan

(akq, bkq) ,q = m + 1,n intervallarni kiritamiz. U holda ixtiyoriy

X € U (akq,bkq)

qg=m+1
uchun

If' GOl = lax® <

51—6{
bo‘ladi.
SHuning uchun Lagranj teoremasiga ko‘ra,
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DG = Fladl = Y 1fhe) = fla)l + D |f b)) = Flaw)| <
k=1 e=1 qg=m+1
) n
\Vin+ D sz lfhg) - Faay)| <
0 q=m+1
<6“+601(i= 1+a)d*=c¢

6-misol. a (0 < a < 1) darajali Gyolder sinfiga garashli, ammo absolyut uzluksiz
bo‘lmagan funksiyaga misol keltiring.

Echish. Avvalo quyidagi mulohazani ta’kidlaymiz: Agar f(x) va g(x) mos ravishda
H* 0 <a < 1) va H?,0 < B < 1) sinfiga garashli bo‘lsa, u holda F(x) = f(g(x)) murakkab
funksiya H*F sinfga qarashli bo‘ladi (isbotlang). YUgqorida g(x) funksiyaning giymatlar
to‘plami f(x) funksiyaning aniglanish sohasiga garashli deb faraz gilingan.

Endi [0,1] oraligda aniglangan quyidagi funksiyalarni garaymiz.

xn+2 1
gx) = { 0 sin—vaf(y) =y%0<a<l.
g(x) funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:
1 1
g'(x) = (n+ 2)x™*1 Sinx_"_ nx cosx—n, 0<x<1

0,x =0.
Ko‘rinib turibdiki, g’ (x) funksiya [0,1] oraligda uzluksiz funksiya, shuning uchun g(x)
funksiya Lipshits shartini ganoatlantiradi.
Bundan yuqorida ta’kidlaganimizga ko‘ra, ixtiyoriy n va @ (0< a < 1) uchun F(x) =
f(lg(x)]) funksiya a darajali Gyolder sinfiga garashli bo‘ladi.
Endi faraz qgilaylik a (0 < a < 1) oldindan berilgan son bo‘lsin. Berilgan a uchun

shunday n, € N son topiladiki ”;fz a < 1 tengsizlik bajariladi.

0
Quyidagi ketma-ketliklarni garaymiz:
X = 1 o1

© ket Dme” kg

Bu ketma-ketliklar uchun kuyidagi munosabatlar o‘rinli:

yl >x1>y2 >x2>"‘,

shuning uchun (x,,yx) < [0,1] va (xi,., ¥k, ), (Xk,, Yk,) intervallar k; # k, bo‘lganda o‘zaro
kesishmaydi. Endi F(x;) va F(y,) ketma-ketliklarni garaymiz:

F(yi) = 0, F(x;) C1
—_— ) x —_— Yy
ok ) (nk + E) Mot 2,
2) mnyg
S 1RO - ool = Y ——2
Vi) — F(Xg)l = -7 = o,
= =i (mk +3) ;;nga

chunki
(no + o=

va oxirgi gator umumlashgan garmonik gator bilan tagqoslanadi.

4-misolga ko‘ra, F(x) absolyut uzluksiz funksiya emas. |g(x)| va f (y) absolyut uzluksiz
funksiyalardir. Demak, absolyut uzluksiz funksiyalarning kompozitsiyasi umuman aytganda
absolyut uzluksiz emas.

7-misol. Absolyut uzluksiz funksiyaning quyidagi ta’rifi to‘g‘rimi?
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Hagqiqiy f(x) funksiya [a, b] oralikda absolyut uzluksiz deyiladi, agar ixtiyoriy € > 0 soni uchun
shunday & > 0 son topiladiki, ixtiyoriy uzunliklar yig‘indisi § dan kichik bo‘lgan {A;}, A;=
(a;, b;),1 <i < nintervallar sistemasi uchun

n

D IF®) - Fa) <e

i=1

tengsizlik bajarilsa.

Echish. Ravshanki, agar funksiya misolda keltirilgan ta’rif bo‘yicha absolyut uzluksiz
bo‘lsa, odatdagi ta’rifga ko‘ra ham absolyut uzluksiz bo‘ladi.

F(x) = +/x,x € [0,1] funksiya odatdagi ta’rif bo‘yicha absolyut uzluksiz bo‘Isin. Lekin u
funksiya yuqoridagi «ta’rifyni qanoatlantirmaydi.

Hagigatdan ham, € = 1 bo‘lsin. a, = 0, by, = k—12 deb olamiz va {(0,}%2 } intervallar
1

sistemasini karaymiz.
Ixtiyoriy 6 > 0 musbat soni uchun shunday N natural son topiladiki,

kZ
k=1
tengsizligi bajariladi.

S IFGo~f@dl = Y z=.
k=N

bo‘lganligi uchun N; > N soni topiladiki,

tengsizliklar bajariladi.

Demak, f(x) =+/x, x € [0,1] funksiya yuqoridagi «ta’rif» bo‘yicha absolyut uzluksiz
emas.

Absolyut uzluksiz funksiyalar sinfiga oid go‘shimcha ma’lumotlarni [6-7] asarlar va
internet manba www.buxdu.uz [8] saytining https://uniwork.buxdu.uz platformasidan ham olish
mumkin. Aytish joizki, absolyut uzluksiz funksiyalarning amaliy tatbiglari juda keng. Jumladan,
[9-12] ilmiy maqolalarda xususiy hosilali differensial tenglamalarning echimi mavjudligi va
yagonaligini isbotlashda absolyut uzluksiz funksiyalar va ularning xossalaridan keng
go‘llanilgan.

YUqorida aytib o‘tganimizdek, masalalar har mavzuga va o‘llanilayotgan ilg‘or
pedagogik texnologiyaga mos bo‘lishi lozim. Absolyut uzluksiz funksiyalarga doir mavzularni
o‘tishda professor-o‘qituvchilarga qulaylik tug‘dirish uchun tatqiqotlar usuli talablariga javob
beradigan quyidagi topshiriglar, mustaqil bajarish uchun topshiriglar, misol va masalalar hamda
nazorat savollari taklif etiladi.

Mustagil bajarish uchun topshiriglar
1-topshiriq. f(x) funksiyaning [a, b] kesmada absolyut uzluksiz ekanligini ko‘rsating.

Ne f(x) [a,b] Mo f(x) [a, b]
1 fx) = x3+2x% -1 [0,2] 9 Flx) = x% 4 x2 [0,1]
2 f(x) = x* —2x3 [-1,1] 10 f(x) =sin(2x? — 1) [0 E]

"2
3 flx)=2x>+x%2-3 [0,2] 11 f(x) = cos(x®+ x) [0, ]
4 f(x)=3x*+x-5 [-1,1] 12 (x) = sin x [0, ]

fx) = x2+1

5 2 [—1,2] 13 f(x) = exz sin x [0,77.']

flx) = §x3 — 2x?
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° flx) = x6—%x3 -1 01l 14 f(x) =x + x5/72 [0, ]
7 (x) = x7 — 2x? —1,2] 15 _ cosx 01
fx)=x x [—1,2] f(x)‘x+1 0.1]
8 f(x) = 5x° — 2x* +x [02] 16 e (0, 1]
o) = 2x+1

2-topshirig. f(x) funksiyaning [a,b] kesmada absolyut uzluksiz ekanligini ta’rif
yordamida ko‘rsating.

Ne fx) [a,b] Mo f(x) [a, b]
1 _(Lx€[-1,0) [-1,1] 5 _( x,x€[-1,0) [—1,1]
f(x)_{—1,xe[o,1] f(x)_{l—x,xe[o,l]

2 xcos1 x#0 [0.1] 6 10x =0 [0.1]

f(x)={ ’6 _ f(x)=isin—,x¢0
3 =0 [01] 7 0x=0 [0,1]
_Jxsin—,x #0 ’ _ e ’
f(x)—{ 36 —0 f(x)_icos—,xio
4 0,x — rat’sxio_nal [0,1] 8 x? ;E [0,1) [0,2]
fl) = {1,x — irratsional f) = {Zx,x € [1,2]

3-topshirigq.
1. Agar f(x) funksiya absolyut uzluksiz bo‘lsa, |f(x)| ham absolyut uzluksiz bo‘lishini
ko‘rsating (teskarisi o‘rinlimi?).
,0<x <1,

Z-fa(x) = {xl"'a
0, x=0

funksiyaning ixtiyoriy a > 0 son uchun absolyut uzluksiz bo‘lishini ko‘rsating.
3. f(x) = x* funksiyani f(x) € H*[0,1] ekanligini ko‘rsating.

1
L <
4.f(x) = xsin—,0<x<1,

X
0,x=0

f(x) € HY2[0,1] — ekanligini ko‘rsating. Birorta a > % uchun f(x) € H*[0,1] bo‘ladimi?

5. Agar f(x)— [a,b] da absolyut uzluksiz funksiya bo‘lsa, ixtiyoriy n € N uchun
[f(x)]™ ham [a, b] da absolyut uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

6. f(x) funksiya [a, b] da absolyut uzluksiz va ¢(x) funksiya (—o,+c0) da Lipshits
shartini kanoatlantirsin. <p(f(x)) funksiyani [a, b] da absolyut uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

7. f(x) funksiya[a,b] da gat’iy o‘suvchi va ¢(x) funksiya [f(a),f(b)] absolyut
uzluksiz bo‘lsin. ¢ (f (x)) ni [a, b] da absolyut uzluksiz funksiya bo‘lishini isbotlang.

8. O‘zgarishi chegaralangan absolyut uzluksiz bo‘lmagan funksiyaga misol keltiring.

o1
sin—
x

1
9. F(x) = x? COSF,O <x<1,

0,x=0
funksiyaning [0,1] kesmada absolyut uzluksiz emasligini ko‘rsating.

10. f(x) = % funksiyaning [1, +o0) oraligda absolyut uzluksizligini tekshiring.

4-topshirig.
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1. f(x) = fy(x) — f_(x) bo‘lsin, bunda f,(x) va f_(x) nomanfiy va integrallanuvchi
funksiyalar. Agar f(x) funksiya [a, b] da absolyut uzluksiz bo‘lsa, f,(x) va f_(x) funksiyalar
ham absolyut uzluksiz bo‘la oladimi?

2. Bevosita tekshirish orqali

1
L <
Flx) = x51nx,0<x_ 1,

0,x=0
funksiyani (variatsiyasi cheksiz ekanligidan foydalanmasdan) absolyut uzluksiz emasligini
isbotlang.

5. Nazorat savollari.

1. Chekli variatsiyali funksiyaning ta’rifini ayting va unga misollar keltiring.

2. [a,b] kesmadagi ixtiyoriy chegaralangan, monoton o‘cuvchi funksiyaning chekli
variatsiyaga ega bo‘lishi ko‘rsatilsin.

3. [a, b] kesmada uzluksiz, lekin chekli variatsiyaga ega bo‘lmagan funksiyaga misol
keltirilsin.

4. [a,b] kesmadagi bo‘lakli monoton funksiyaning chekli variatsiyaga ega bo‘lishini
isbotlang.

5. [a, b] kesmada Lipuits shartini ganoatlantiruvchi funksiyaning chekli variatsiyaga ega
bo‘lishini ishotlang.

6. [a, b] da chegaralangan hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning chekli variatsiyaga ega
bo‘lishini ishotlang.

7. Ushbu

T
£x) = [x COSZ' agar x # 0 bo‘lsa,

0, agar x = 0,bo‘lsa
funksiyaning ixtiyoriy kesmada chekli variatsiyaga ega bo‘lishi ko‘rsatilsin.
X

8. f(x) = c+f<p(t)dt

a
ko‘rinishidagi funksiyaning chekli variatsiyaga ega bo‘lishini isbotlang.
9. Chekli variatsiyali funksiyaning chegaralanganligi hagidagi teoremani aytib bering.
10. Chekli variatsiyali funksiyalar ustida arifmetik amallarni sanab bering.
11.VE f(x) = VS f(x) + V2 f(x),a > c > b tenglik ishotlansin.
12. f (x) funksiya [a, b] da chekli variatsiyaga ega bo‘lsa, unda
X

g0 =\/r®

funksiyaning [a, b] da o‘suvchi va chegaralangan bo‘lishi ishotlansin.

13. Chekli variatsiyali funksiyalar uchun zaruriy va etarli shartlarni so‘zlab bering.

14. f(x) funksiya [a,b] da chekli variatsiyali bo‘lib, x € [a, b] bo‘lsin. Agar f(x) €
C{x,} bo‘lsa, unda

960 =\/ f® e clxy}

bo‘lishi isbotlansin

15. Chekli variatsiyali uzluksiz funksiyani ikkita uzluksiz, o‘suvchi funksiyalarning
ayirmasi ko‘rinishida ifodalash mumkinligi isbotlansin.

16. Agar f(x) € C[a, b] va

n-1 b
8y = Y If (ters) = ) bo'lsa, lim 8, = \ [ £
k=0 a

bo‘lishi isbotlansin.
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17. To‘g‘rilanuvchi chiziglar va Jordan teoremasi.
18. To‘g rilanuvchi bo‘lmagan chizigga misol keltirilsin.

XULOSA

Ushbu turdagi masalalarni o‘rganish talabalardan matematik masalalarni mustaqil
ravishda muhokama qgilish imkoniyatini beradigan bilim, ko‘nikma va malakalarga ega bo‘lishni
talab giladi. Bundan tashqari, o‘rganilgan usullar talabalarning kelgusida absolyut uzluksiz
funksiyalar bilan ifodalanuvchi jarayonlarni o‘rganishlari va turli ilmiy magolalarni tahlil
gilishlari hamda o‘rganishlariga yordam beradi. Shu bilan bir gatorda, o‘gituvchilar talabalarni
turli xil sinonim atamalar: muammoli, ijodiy, gidiruv, evristik vazifalar bilan jalb gilishiga
e’tibor berishlari kerak.

Amaliy tajribalar natijalari  shuni  ko‘rsatadiki, o‘quv jarayonida pedagogik
texnologiyalarning ahamiyati juda yuqori. Talabalarni darsga gizigtirsak, o‘gishga bo‘lgan
qizigishini oshirsak, maqgsadga erishamiz. Aynan «Tatqiqotlar usuli» o‘yini yordamida talabalar
o‘tilgan mavzularni mustahkamlab, matematikaga gizigishlarini yanada oshiradilar. Shu bilan
birga, talabalarda xotira, kuzatuvchanlik, topqirlik, diggatlilik kabi ko‘nikmalar shakllanadi.
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