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Аннотация: В статье даны методические рекомендации по решению смешанных 

задач для уравнений математической физики методом разделения переменных. 

Показаны особенности решения смешанной задачи для однородных и 

неоднородных уравнений.  

Ключевые слова: классические уравнения математической физики, основные 

задачи, смешанные задачи, метод разделения переменных, однородные 

уравнения, неоднородные уравнения, ряд Фурье, сходимость функциональных 

рядов. 

Abstract: The article gives guidelines for solving mixed problems for equations of 

mathematical physics by the method of separation of variables. The features of the 

solution of the mixed problem for homogeneous and inhomogeneous equations are 

shown.  
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Поскольку предмет уравнения математической физики является сложным 

предметом, она требует от педагога глубоких научных знаний при 

обучении([14], [17], [23]),. Поскольку каждый предмет имеет свой подход к 

обучению и для обучения решении задач поставленных дифференциальным 

уравнениям требуются как научные, так и педагогические навыки. ([3]- [10]). 

Метод разделения переменных, также известный как метод Фурье, широко 

используется для решения краевых задач в дифференциальных уравнениях.  
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Что следует учитывать при обучении этому методу студентов факультетов 

математики, прикладной математики и информатики, физики? Как учить? В чем 

суть этого метода? Особенность метода? На эти вопросы нужно ответить. 

В этой статье мы расскажем про решения смешанной задачи методом разделения 

переменных и о том, на что надо обращать внимания при обяснение этой темы. 

Краевые задачи различаются в основном в зависимости от условий, заданных на 

границе. Для простоты мы рассмотрим смешанные задачи в одномерном случая 

с соответствующими начальными условиями. Задачу также называют 

смешанной, если начальные и граничные условия рассматриваются вместе, а тип 

смешанной задачи различается в зависимости от граничного условия. Многие 

линейные (также нелинейные) задачи математической физики решаются 

методом разделения переменных. 

Рассмотрим задачу решения смешанной задачи для однородного уравнения 

методом разделения переменных. 

Опишем метод разделения переменных или метод Фурье для задачи 

поставленной уравнению колебания струны,  концы которого закреплены в 

точках 𝑥 =  0 и 𝑥 = 𝑙.  Задача описывается следующим образом: 

2

2
2

2

2

x

u
a

t

u









 ,            (1) 

начальные условия: 

),(| 0 xu t  ),(| 0 xu tt              (2) 

граничные условия: 

                         ,0| 0xu 0| lxu .                (3) 

     

Будем искать тождественно не равные нулю решения уравнения (1), 

удовлетворяющие краевым условиям (3) в виде произведения 

)()(),( tTxXtxu  ,            (4) 

Где X(х)– функция, зависящая только от переменной х, а Т(t) – зависящая 

только от t.  
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Общая идея заключается в том, чтобы найти бесконечное число таких 

решений уравнения с частными производными (которые удовлетворяют 

граничным условиям и, т.к. ГУ однородные, их сумма тоже будет удовлетворять 

ГУ). Эти простейшие функции un(х,t) = Xn(x)·Tn(t) (называемые 

фундаментальными решениями) являются   как   бы   элементарными 

кирпичиками, из  которых  строится  решение нашей задачи.  Решение нашей 

задачи u(х, t) находится в виде такой линейной комбинации фундаментальных, 

решений un(х, t) = Xn(x)·Tn(t) ,  что результирующая сумма удовлетворяет 

начальным условиям. Поскольку эта сумма удовлетворяет уравнению и 

граничным условиям, она является  решением исходной задачи. 

Нам осталось проделать все эти выкладки достаточно подробно. 

В результате подстановки получаем обыкновенное однородное 

дифференциальное уравнение с однородными граничными условиями: 

                                    0)()('' 2  tTatT  ,                    

 (5) 

0)()(''  xXxX  ,                  (6) 

здесь 0 , const . Теперь можно решить каждое из этих обыкновенных 

дифференциальных уравнений.   Произведение   соответствующих   решений   

будет   удовлетворятьисходному   уравнению   с   частными   производными.   

(Заметим,   что   мы существенно упростили исходное уравнение с частными 

производными второго порядка, превратив его в два обыкновенных 

дифференциальных уравнения.) 

Обратим   теперь   внимание   на   следующее   важное   обстоятельство: 

константа   разделения  λ  должна   быть  отрицательной  (другими   словами, 

функции Τ(t) должны стремиться к нулю при t → ∞), иначе получаются только 

тривиальные решения X(x)≡ 0.  

                                                     0)(    ,0)0(  lXX                                               (7) 

Решим эти уравнения. Они являются уравнениями стандартно типа.  

Приходим к задаче Штурма-Лиувилля (6),(7).Эта задача имеет нетривиальные 

решения (собственные функции)  

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%97%D0%B0%D0%B4%D0%B0%D1%87%D0%B0_%D0%A8%D1%82%D1%83%D1%80%D0%BC%D0%B0-%D0%9B%D0%B8%D1%83%D0%B2%D0%B8%D0%BB%D0%BB%D1%8F
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l

kx
xX k


sin)(  , 

определяемые с точностью до произвольного множителя только при 

значениях λ, равных собственным значениям 

,...2,1    

2









 k

l

k
k


     

этим же значениям k   соответствуют решения уравнения (6)       

                                           
l

atk
b

l

atk
atT kkk


sincos)(  , 

таким образом, функции 

)()(),( tTxXtxu  , 

являются частными решениями уравнения (1), удовлетворяющими условиям 

(3). Решение задачи (1)-(4) получается в виде бесконечной суммы частных 

решений 

 



















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sinsincos),(),(
k

kk

k

k
l

xk

l

atk
b

l

atk
atxutxu


          (8) 

где константы ka  и kb  могут быть найдены из начальных условий (2) 

как коэффициенты Фурье функций φ(x) и ψ(x). 

 

В курсе дифференциальных уравнений доказывается следующая теорема:  

Teorema [2]. Если функции ku ( ,...,...,2,1 nk  ) являются линейными и 

однородными решениями однородного уравнения 0)( uL  (обыкновенного 

дифференциального уравнения или дифференциального уравнения счастными  

производными), то ряд также является решением данного уравнения, если 

произведения участвуют в уравнении, если это возможно. 

Предположим, что линия (8) может быть передифференцирована. Затем 

определим константы таким образом, что (8) сумма ряда (2) удовлетворяет 

начальным условиям, в результате  получаются следующие уравнения: 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D1%8F%D0%B4_%D0%A4%D1%83%D1%80%D1%8C%D0%B5
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
  .             (10) 

Это выражение совпадает с разложением функции  φ(x) и )(x  в ряд Фурье 

посинусам. 

Коэффициенты этих распределений находятся по следующим формулам: 

                                                dx
l
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то есть, kka  ,
kk

ak

l
b 


 , функция, определяемая формула (8)  

дает полное решение задачи и для (8) ряда выполняется неравенство:  

                                                      
kkk batxu ),( . 

Этот ряд будет можарантой для ряда (8): 

                                                       





1k

kk ba  

 Из ряда (8) в результате дважды непрерывно-дифференцирования 

переменных t и x получаются следующие ряды:  
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Этот ряд будет можарантой для рядов: 

 





1

2

k

kk bak . 

Если исходные заданные функции удовлетворяют следующим условиям, то ряды 

образованный дифференцированием равномерно сходится: 
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1) )(x  Производные функции до 2-го порядка непрерывны, 

произведения 3-го порядка кусочно-непрерывно, если выполняется 

следующее условие: 

.0)('')0(''   ;0)()0(  ll   

2) )(x  функция непрерывно дифференцируема, произведение 2- порядка 

кусочно-непрерывно, если выполняются следующие условия: 

.0)()0(  l  

 Мы подробно изучили решение смешанной задачи (1) - (3) 

 

Задача: Найти решение задачи для уравнения теплопроводности методом 

Фурье. 

                                                    
 𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
               0<x<l,   t>0                              (1) 

                                                  U(x,t)|x=0=0   U(x,t)|x=l=0     𝑡 ≥ 0                                

(2) 

 

                                                U(x,t)|t=0= )(x ={
𝑥 ,         0 ≤ 𝑥 ≤

𝑙

2

𝑙 − 𝑥 ,
𝑙

2
< 𝑥 ≤ 𝑙,   𝑙 > 0

                          

(3) 

Решение: Для  решения  начально-краевой  задачи (1) - (3)  применим  метод 

Фурье разделения переменных. Будем искать частное решение задачи в виде 

                                                            )()(),( tTxXtxu   

Подставим предполагаемую форму решения в исходное уравнение   (1) 

0)()('' 2  tTatT  , 

0)()(''  xXxX  , 

В  результате  переменные  разделяются,  и  получается  два  линейных  

обыкновенных дифференциальных уравнения. 

Подставляя u(x,t) в виде )()(),( tTxXtxu   в  граничные  условия (2) получим 
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X(0)T(t)=0,      X(l)T(t)=0 

Поскольку равенства должны выполняться тождественно, то 

X(0)=0,      X(l)=0 

Таким образом, для функции X(x) получили задачу Штурма-Лиувилля 

Общее решение имеет вид 

X(x)=с1cos(λx)+c2sin(λx) 

Получили спектральное  уравнение  для  нахождения  собственных значений λ 

задачи Штурма-Лиувилля 

sin(λl) =0,           λl=πk,     k=1,2,…. 

Собственные значения задачи равны 

𝜆𝑘 =
𝜋𝑘

𝑙
,              k=1,2,…. 

Им соответствуют собственные функции 

 

Xk(x)=sin(
𝜋𝑘

𝑙
),              k=1,2,…. 

Уравнение для функции  T(t) примет вид 

𝑇𝑘
′(𝑡) + (

𝜋𝑘

𝑙
)2        𝑇𝑘(𝑡) = 0 

Общее решение этого уравнения имеет вид 

𝑇𝑘(𝑡) = 𝑐𝑘𝑒−(
𝜋𝑘

𝑙
)2𝑡

 

Решение u(x,t) исходной задачи будем искатьв виде ряда 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑇𝑘(𝑡)𝑋𝑘(𝑥) = ∑ 𝑐𝑘𝑒−(
𝜋𝑘

𝑙
)2𝑡∞

𝑘=1
∞
𝑘=1 𝑠𝑖𝑛(

𝜋𝑘𝑥

𝑙
) 

Коэффициенты 𝑐𝑘 этого ряда найдем из начального условия (3) 

u(x,t)|t=0=∑ 𝑐𝑘
∞
𝑘=1 𝑠𝑖𝑛(

𝜋𝑘𝑥

𝑙
)= )(x ={

𝑥 ,         0 ≤ 𝑥 ≤
𝑙

2

𝑙 − 𝑥 ,
𝑙

2
< 𝑥 ≤ 𝑙,   𝑙 > 0
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Коэффициенты 𝑐𝑘представляют  собой  коэффициенты  разложения функции

)(x  на[0,l] в ряд Фурье по собственным функциям     {𝑠𝑖𝑛(
𝜋𝑘𝑥

𝑙
)} 𝑘=1

∞  

𝑐𝑘 =
2

𝑙
∫ 𝜑(𝑥)

𝑙

0
 𝑠𝑖𝑛(

πkx

l
)=

4l

π2k2
sin (

𝜋𝑘

2
) 

Таким образом, решение исходной начально-краевой задачи имеет вид 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑
4𝑙

𝜋2𝑘2
sin (

𝜋𝑘

2
)𝑒−(

𝜋𝑘

𝑙
)2𝑡∞

𝑘=1 𝑠𝑖𝑛(
πkx

l
) 

Учитывая, что       

sin (
𝜋𝑘

2
) = {

0, если 𝑘 = 2𝑛 − четное
(−1)𝑛 , если 𝑘 = 2𝑛 + 1 − нечетное

 

получим 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑
4l(−1)n

π2(2n+1)2
e−(

π(2n+1)

l
)2t∞

k=1 sin(
π(2n+1)x

l
) 

Ответ: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑
4l(−1)n

π2(2n+1)2
e−(

π(2n+1)

l
)2t∞

k=1 sin(
π(2n+1)x

l
) 

 

В заключение мы можем сказать, что метод разделения переменных 

применяется для решения краевых задач для линейных уравнений второго 

порядка гиперболического, параболического и эллиптического типов, а также 

для некоторых классов нелинейных уравнений и уравнений высших порядков. 

([21], [22], [23]).        
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