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QUADRATIC NUMERICAL RANGE AND ITS MAIN PROPERTIES

ANNOTATION
In this paper the notion of quadratic numerical range for the operator matrices of order 2 is
studied and its main properties are given. Formulas for the quadratic numerical range of the
generalized Friedrichs model are described. The estimates for the boundaries of the components of
the quadratic numerical range allowed us to determine the location of the eigenvalues of the
generalized Friedrichs model.
Key words: operator matrix, numerical range, quadratic numerical range, spectrum, point
spectrum, generalized Fridrixs model.

Gilbert fazosidagi chiziqli operatorlar uchun sonli tasvir va 2-tartibli operatorli matritsalar
uchun kvadratik sonli tasvir tushunchalari operatorlar spektral nazariyasining muhim
tushunchalaridan hisoblanadi. Bu nazariyadan bizga yaxshi ma’lumki, chizigli operatorning spektri
kompleks sonlar to‘plamining gism to‘plami bo‘ladi. Bundan tashqari, agar berilgan A4 chiziqli
operator chegaralangan bo‘lsa, u holda uning spektri markazi nol nuqtada va radiusi || 4| ga teng
yopiq doirada saqlanadi. Shu o‘rinda tabiiy savol paydo bo‘ladi: chiziqli operatorning spektrini o‘zida
saglovchi hamda markazi nol nuqtada va radiusi || 4 || ga teng yopiq doiradan kichikroq to‘plam
mavjudmi? Chiziqli operatorlar uchun sonli tasvir va kvadratik sonli tasvir tushunchalari bunday
xossaga ega to‘plamlardan ekanligini ular haqida quyida keltirilgan ma’lumotlar orqgali ko‘rish
mumkin.

Faraz qilaylik, H - kompleks Gilbert fazosi va A:H — H - chiziqli operator bo‘lib,
D(A) c H uning aniglanish sohasi bo‘lsin. Ushbu

W(A) ={(Ax,x): x € D(A), || x||=1}
to‘plamga A operatorning sonli tasviri deyiladi. Umumiy holda W (A) to‘plam ochiq to‘plam ham
yopiq to‘plam ham bo‘lmaydi. W (A) ochiq to‘plam bo‘ladigan, yopiq to‘plam bo‘ladigan hamda
ochig ham yopiq ham bo‘lmaydigan chizigli operatorlarga ko‘plab misollar keltirish mumkin.
Aniqlanishiga ko‘ra W (A) to‘plam kompleks sonlar to‘plamining gism to‘plami bo‘lib, W (A)

to‘plamning geometrik xossalaridan foydalanib A4 operator hagida ko‘plab ma’lumotlarni olish
mumkin.

Sonli tasvir tushunchasi birinchi marotaba [1] maqolada sonli matritsalar uchun kiritilgan.
Bunda matritsaning sonli tasviri uning barcha xos qiymatlarini, ya’ni uning spektrini saqlashi va sonli
tasvirning chegarasi qavariq chiziq bo‘lishi isbotlangan. [2] ishda esa W (A) to‘plamning qavariq
to‘plam ekanligi isbotlangan. Keyinchalik [3] ishda chiziqli chegaralangan operator ham bunday

xossaga ega bo‘lishi va uning spektri sonli tasvir yopig‘i W (A) to‘plamda yotishi ko‘rsatilgan.

H Gilbert fazosida ta’sir giluvchi chizigli chegaralangan A operator sonli tasvirining ba’zi
xossalarini sanab o‘tamiz.
DW(A)={AeC:[2|<] 4]}
2) W(A¥)={A: AeW(A)};
3) W(l)={1},buyerda I orqali H Gilbert fazosidagi birlik operator belgilangan. Umumiy holda,
ixtiyoriy a, 8 kompleks sonlari uchun

WA+ p)=aW(A)+ p
tenglik o‘rinlidir. Bunda a € C kompleks soni va Q2 < C to‘plam uchun
a+Q={a+w:weQ}, aQd:={aw: weQ}

munosabatlar o‘rinli.
4) Agar A= A* bo‘lsa, uholda W(A) < R bo‘ladi.
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5) Agar dim H < o bo‘lsa, u holda W (A) kompakt to‘plam, ya’'ni chegaralangan va yopiq to‘plam
bo‘ladi.
6) Agar S,T : H — H unitar ekvivalent operatorlar bo‘lsa, u holda W (S) =W (T tenglik o‘rinli
bo‘ladi.
7) A operatorning W (A) sonli tasviri uchun spektral munosabatlar deb ataluvchi

o, (A) CW(A), a(4) W (A)

munosabatlar o‘rinlidir.

Shuni alohida ta’kidlab o‘tish joizki, agar chiziqli operatorning spektri ikkita kesishmaydigan
to‘plamlarning birlashmasidan iborat bo‘lsa, u holda sonli tasvir spektrning joylashuv o‘rnini
yetarlicha tavsiflay olmaydi. Yuqoridagi kabi holatlarda spektrning joylashuv o‘rnini yanada aniqroq
ko‘rsatish magsadida [4] maqolada chiziqli operatorlarning maxsus sinfi bo‘lgan 2-tartibli blok
operatorli matritsalar uchun kvadratik sonli tasvir tushunchasi kiritilgan. Kvadratik sonli tasvir
tushunchasining ta’rifini keltiramiz va ba’zi xossalarini sanab o‘tamiz.

Faraz qilaylik, H, va H, lar Gilbert fazolariuchun H = H, ® H, va A € L(H) bo‘lsin. U holda

A operatorni hamisha
A — (j]] jZ j (1)
21 22

2-tartibli blok operatorli matritsa ko‘rinishida tasvirlash mumkin [S], bu yerda 4, :H, — H,
i, j = 1,2 matritsaviy elementlar chiziqli chegaralangan operatorlar.

A blok operatorli matritsa uchun kvadratik sonli tasvir tushunchasiga ta’rif beramiz. (-,), va
|||, lar orqali mos ravishda H,, i=1,2 Gilbert fazolardagi skalyar ko‘paytma va normalarni

belgilaymiz.
Ta’rif. Quyidagi

(Anf]?f])] (Alzfzaf])]
A = ’ _ - =
, (<A2,fl,f2)z (Azzfz,fz)z} F=(fnf)e

matritsaning barcha xos qiymatlari to‘plamiga A€ L(H) blok operatorli matritsaning (1)

ko ‘rinishiga mos kvadratik sonli tasvir deyiladi va W?*(A) kabi belgilanadi, bunda || f;|.=1,
i=12, ya'ni
2 .— —
W= (A) = UGP(Af), f=(/f.1f,)eH.
Il =1, i=1,2

Ta’kidlab o‘tish joizki, H Gilbert fazosining turli yoyilmalariga mos keluvchi kvadratik sonli
tasvirlar turlicha bo‘lishi mumkin.
Masalan, quyidagi

-2 -1 1 0

-1 -2 0 1
M =

-2 -1 0 -3

-1 -2 31 0

matritsa uchun C* fazoning C* @ C* va C’ @ C' yoyilmalariga mos kvadratik sonli tasvir turli
xil bo‘ladi [5], (1-chizma).
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& &

I-chizma
Kvadratik sonli tasvirning ayrim xossalarini bayon qilamiz.

1) W (A) c W(A).
2) Agar A operatorli matritsa yuqori uchburchak yoki quyi uchburchak shaklga ega bo‘lsa, ya’ni

A] 1 A] 2 A] 1 O
A= yoki 4=
O A22 AZ] A22

bo‘lsa, u holda W?(A) =W (A,) W (A,,) tenglik orinli bo‘ladi.
3. Agar A€ L(H) bo‘lsa, ya’ni A chizigli chegaralangan operator bo‘Isa, u holda

Wi (A)={AeC:| A<l 4]l}.
Bundan tashqari, dim H < oo bo‘lsa, W?(A) yopiq to‘plam bo‘ladi.
4. Ixtiyoriy ¢, 8 € C kompleks sonlari uchun

W (ad+ B)=aW’(A)+
tenglik bajariladi.
5. Faraz qilaylik, U, € L(H,), U, € L(H,) unitar operatorlar bo‘lib, U = diag(U,,U,) bo‘lsin.
U holda

WU AU) =W*(A).

Sonli tasvirdan farqli o‘laroq kvadratik sonli tasvir ko*pi bilan ikkita (bog‘langan) komponentalardan
iborat bo‘ladi. Bu tasdiq 4,, || f;|.=1, i =12 ko‘rinishdagi matritsalar to‘plami bog‘langan va
matritsa xos qiymatlarining uzluksiz ekanligidan kelib chiqadi. Umuman olganda, WZ(A) qavariq
bo‘lmagan to‘plamdir. A , matritsa ikkita turli xos qiymatga ega ekanligi umuman olganda w? (A)

to‘plam ikkita kesishmaydigan komponentalardan iborat ekanligini bildirmaydi.
f,eH,, f,#0,i=12 uchun
2
dis. () .:(<A”fl,fl) _ <A22f2,f2)] RN NN CANA,
A :
AP A AN

belgilash olamiz. dis, (1) = 0 bo‘lgan holda

ALY (Aufuf) .
214— ::_ ]]]2] 22 222 i d R
) 2( T (f))
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kabi miqdorni aniqlaymiz. U holda W ?(A4) = R bo‘lishi uchun barcha f, € H,, i =1,2 larda
dis, (f) = 0 bo‘lishi zarur va yetarlidir. Bundan tashqari, kvadratik sonli tasvir uchun
W (A)=A_(A)UA (A
tenglik o‘rinlidir [5], bu yerda
A=) = ) f € Ho f, # 0,0 =1.2,dis () 2 0},

A chizigli chegaralangan operatorning WZ(A) kvadratik sonli tasviri uchun spektral munosabatlar
deb ataluvchi xossa o‘rinlidir:

o,(A)cW?(A), o(4) W’ (A).

Kvadratik sonli tasvirning 1)-xossasini va spektral munosabatlarni inobatga olgan holda kvadratik
sonli tasvir spektrni o‘zida saqlovchi sonli tasvirdan ko‘ra kichikroq to‘plam ekanligini aytish
mumkin. Buni umumlashgan Fridrixs modeli misolida ko‘rib o‘taylik.

T* -d-o‘lchamli tor, ya’ni qarama-qarshi yoqlari ustma-ust tushadigan (—7,77]" kub. L,(T*) orqali
T da aniglangan kvadrati bilan integrallanuvchi (kompleks qiymatli) funksiyalarning Gilbert
fazosini belgilaymiz. H Gilbert fazosi H, = C va H, = L,(T*") fazolarning to‘g‘ri yig‘indisidan
iborat bo‘lsin, yani H = H, ® H,.

H fazoda umumlashgan Fridrixs modeli deb ataluvchi quyidagi 2 x 2 blok operatorli matritsani

qaraymiz:
A — A] 1 A] 2 . ( 1 )
A’Z*] A22

Uning 4, : H, — H,, i, j = 0,1 matritsaviy elementlari quyidagicha aniglangan:
A fi=wh, Ay f, = [v@dt, (4, 1,)(p) =u(p) f,(p), fieH, i=1.2.
Td

Bu yerda u(-) va v(-) funksiyalar T da aniqlangan haqiqiy qiymatli uzluksiz funksiyalar, A
operator esa A, operatorga qo‘shma operator.

Oson ko‘rsatish mumkinki, 4 operator H fazoda o‘z-o‘ziga qo‘shma va chegaralangan operator
bo‘ladi. U holda kvadratik sonli tasvir ta’rifiga ko‘ra W*(A4) = R bo‘ladi.
Quyidagicha belgilashlarni kiritamiz:

— : _ L 2[{™m ). .
A Hfztf:]{mm{wa(ufpﬂ)z} |(V’f2)2|(2|w—(uf2,f2)2 J}»

— L 2.l .
A Hfztﬁ:]{max{wo(ufzafz)z}'i'|(V9f2)2 |(2 o (f ), J}»

m = mi£1 u(p), M= max u(p);

peT’ peT’
) 1 2-|v . 1 2-|v
5 = Mz -[Earctg— WU‘; }, o = HVH2 -[Earctg—MH_‘%V}

m=w yoki M =w bo‘lganda arctgoo := /2 deb olamiz.
U holda A4 operatorning kvadratik sonli tasviri uchun W?*(4) = A_ U A, tenglik orinli bo‘ladi.
Xususan, agar w> M bo‘lsa, uholda A_ N A, =J bo‘lib, quyidagi

supA_ <M <w<inf A, (2)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
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Chiziqli chegaralangan operatorning spekrti uning kvadratik sonli tasvirinng yopig‘ida saqlanganligi
bois, (2) tengsizlikdan A operator muhim spektrdan o‘ngda xos giymatga ega bo‘lib, bu xos giymat
w sonidan katta ekanligini ko‘rish mumkin (2-chizma).

0-355 (‘4) A+

| |

|
)

1
I A

1p(4)

A

y }
M w
2-chizma
Xuddi shu kabi quyidagi holda ham A operator muhim spektrdan chapda joylashgan xos giymatining
joylashuv o‘rnini yanada aniqroq ko‘rsatish mukin (3-chizma).
Agar w<m bo‘lsa, uholda A_ N A, =J bo‘lib, quyidagi
supA_<w<m<inf A,

E‘-—u

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

A o... (4)

| 1

I
—_— —
A1(4 w m

(3-chizma)
Agar m < w< M bo‘lsa, uholda A, to‘plamlarning chegaralari uchun

m—0, <infA_<m, supA_<w;
infA_>m, M<supA, <M+6

—

E--—-

baholashlar o‘rinli bo‘ladi.

Chiziqli chegaralangan n X n blok operatorli matrisalar uchun blok sonli tasvir tushunchasi [6] ishda
kiritilgan va uning asosiy xossalari o’rganilgan hamda bunday operatorlar uchun spektral
munosabatlar deb ataluvchi tasdiq isbotlangan. [7] maqolada esa n x n blok operatorli matritsalar
ko‘rinishida tasvirlanuvchi A chiziqli chegaralanmagan operatorlar spektrlari uchun analitik
munosabatlar o‘rnatilgan. O tartib bilan diagonal bo‘yicha dominantlanuvchi blok operatorli

matritsalar uchun W "(4) blok sonli tasvir 4 operatorning barcha xos qiymatlarini saqlashi va A
operatorning approksimativ nuqtali spektri esa W"(A) to‘plamning yopig‘ida saglanishi
ko‘rsatilgan. Blok sonli tasvir odatdagi sonli tasvirning gism to‘plami W"(A4) < W (A) bo‘lganligi

bois u spektrning joylashuv o‘rnini yaxshiroq aniglab berishi mumkinligi ko‘rsatilgan. Bundan
tashqgari, diagonal bo‘yicha dominantlanuvchi 7 X n blok operatorli matritsalar uchun Gershgorin
teoremalari isbotlangan. [8-10] maqolalarda umumlashgan Fridrixs modelining spektral xossalari
yordamida panjaradagi soni saglanmaydigan va 3 tadan oshmaydigan zarrachalar sistemasiga mos
operatorli matrisalarning spektri taqdid qilingan.
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